
  
  بسم االله الرحمن الرحیم

  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  

  سازيهاي بهینهنتومی و روشاکارلوي کواي بر مونتمقدمه
  
  
  
  
  
  
  

  مهدي نیک عمل 
  دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی

  
  
  
  
  
  
  



 2سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه
 

  فهرست
  

 

  4  ................................................................................................................................................  مقدمه 1

  6  .......................................................................................................  مواد ساختار محاسباتی هايروش 2

  8  ...........................................................................................................  کارلو مونت روش اصلی مفاهیم 3

  9  ...............................................................................................................................................  کارلو مونت هايگیريانتگرال 3-1
  9  ..................................................................................................................................................  خطا یا برخورد روش 1- 3-1
  10  ................................................................................................................................................  نیانگیم مقدار روش 2- 3-1
  10  ..............................................................................................................................................  اهمیت با گیرينمونه  3- 3-1

  11  ...........................................................................................................................................................  متروپولیس الگوریتم 3-2

  13  ......................................................................................................  کوانتومی کارلويمونت هايروش 4

  VMC(  ..............................................................................................  15(وردشی کوانتومی کارلويمونت 5

  15  ................................................................................................................................................................................  مقدمه  5-1
  15  .......................................................................................................................................................................  وردش اصل  5-2
  16  ..........................................................................................................................................  وردشی کوانتومی کارلوي مونت 5-3

  19  ........................................................................................................................................................  موضعی انرژي  1- 5-3

  20  .................................................................................................  پخشی کوانتومی يکارلومونت روش 6

  27  .................................................................................................................................  شده هدایت پخشی کارلو مونت روش 6-1
  31  ..........................................................................................................................  پخشی کوانتومی کارلو مونت روش خطاي 6-2

  32  ........................................................................  مسیر انتگرال کوانتومی يمونتکارلو روش به اياشاره 7

  QMC  ........................................................................................................  37 محاسبات خطاي بررسی 8

  38  ............................................................................................................................................................  دستگاهی خطاهاي  8-1

  39  ......................................................................................................  کوانتومی کارلويمونت موج توابع 9

  39  .................................................................................................................................................................................  مقدمه 9-1
  39  ..................................................................................................................................................................................  تقارن 9-2
  39  .......................................................................................  وردشی کوانتومی کارلوي مونت محاسبات در آزمایشی موج تابع  9-3
  41  ..................................................................................................................................................................  هاپایه مجموعه  9-4

  41  ..........................................................................................................................................  نمایی نوع هاياوربیتال  1- 9-4
  43  .........................................................................................................................................  گوسی نوع هاياوربیتال  2- 9-4

  44  ..........................................................................................................................................................................جسترو تابع 9-5
  45  ..............................................................................................................................................  ايذره دو جسترو تابع 1- 9-5
  45  ............................................................................................................................  ماسکویتز - اسمیت جسترو تابع  2- 9-5

  47  ......................................................................................................................................................................  کاسپ شرایط 9-6
  47  ...........................................................................................................................  الکترون – الکترون کاسپ شرایط 1- 9-6
  48  ................................................................................................................................  هسته - الکترون کاسپ شرایط 2- 9-6



 سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه 3
 

  50  ................................................................................................................................  ها مثال برخی 10

  50  ........................................................................................................................................  الکترونی بس هاياتم موج تابع 10-1
  H2O,LI2,H2  ..................................................................................................................................  54 هايمولکول موج تابع 10-2

  55  ..................................................................................................................................................  هیدروژن مولکول 1- 10-2
  57  .......................................................................................................................................................  لیتیوم مولکول 2- 10-2
  58  ...........................................................................................................................................................  آب مولکول 3- 10-2

  59  ....................................................................................................................  سازيبهینه هايروش 11

  59  .............................................................................................................................................................................  مقدمه 1- 11
  59  .............................................................................................................................................  انرژي واریانس سازي کمینه 11-2
  60  ............................................................................................................................................................  انرژي سازينهکمی 11-3
  61  .......................................................................................................................................................  سازيبهینه هايروش 11-4

  GD(  .....................................................................................................................................  61( شیب کاهش روش 1- 11-4
  63  .............................................................................................................................................  رفسون- نیوتن روش 2- 11-4
  CG(  .........................................................................................................................................  64( همبسته گرادیان 3- 11-4

  65  ..........................................................................................................................  سردسازي کارلو مونت سازي شبیه روش 11-5
  65  .................................................................................................................................  کارلومونت سازيشبیه روش 1- 11-5
  67  ...............................................................................................................................  سازي سرد سازي شبیه روش 2- 11-5
  69  ................................................................................................................  سازي سرد کارلومونت یابیکمینه روش 3- 11-5

  GA(  .....................................................................................................................................................  70( ژنتیک الگوریتم 11-6
  70  ............................................................................................................................................................پایه مفاهیم 1- 11-6
  71  ..................................................................................................................................................................  جمعیت 2- 11-6
  72  ........................................................................................................................................................  جهش عملگر 3- 11-6
  73  ..........................................................................................................................................................  ادغام عملگر 4- 11-6
  74  ......................................................................................................................................................  گزینش عملگر 5- 11-6

  76  ............................................................................................................................................  هاپیوست

  76  ....................................................................................................................  اهمیت با گیري نمونه براي سوق جمله :الف پیوست
  78  ..........................................................................  جسترو عامل و اسلیتر هايدترمینان لاپلاسی و گرادیان يمحاسبه :ب پیوست
  78  .................................................................................................  اسلیتر هايدترمینان لاپلاسی و گرادیان يمحاسبه) 1-ب
  79  ..................................................................................................................  ماسکویتز و اسمیت جسترو تابع گرادیان)  2-ب
  80  ..................................................................................................................  ماسکویتز و اسمیت جسترو تابع لاپلاسی) 3-ب
  81  ......................................................................  پارامترها به نسبت اسلیتر هايدترمینان دوم و یکم مشتق يمحاسبه ):ج( پیوست
  81  ...................................................................................................  پارامترها به نسبت اسلیتر هايدترمینان یکم مشتق) 1- ج
  82  ...................................................................................................  پارامترها به نسبت اسلیتر هايدترمینان دوم مشتق) 2- ج
  83  ...................................................................................  وردش پارامترهاي به نسبت موضعی انرژي مشتق يمحاسبه) 3- ج

 
  
  
  



 4سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه
 

  مقدمه 1

هاي پیچیده  هاي چشمگیري در توانایی شبیه سازي سیستم در چند دهه گذشته شاهد پیشرفت
سازي کامپیوتري به عنوان  این موضوع باعث شده که شبیه. ایم ها بوده فیزیکی با استفاده از کامپیوتر

تر است تا به نظریه و نظریه پردازي، اما  باشد، که به آزمایش نزدیک راه سومی براي تحقیقات علمی 
، اطلاعات نسبتاً بیشتري نسبت به  سازي همانند آزمایش شبیه. باشد ها میمکملی براي هر دو آن

  .کند نظریه تولید می
به سختی . شود ناشی می تلا معاددر مطالعه خواص کوانتومی جامدات، دشواري از پیچیدگی 

الکترون برهمکنشی در یک جامد  Nبعدي را که  N3رسد بتوان معادله شرودینگر  ممکن به نظر می
هاي  جواب دقیق همان چیزي بوده که  روش. کند به طور تحلیلی حل کرد را توصیف می

با استفاده از . ها با خطاي آماري اندك بوده استبتدا مدعی انجام آنکارلوي کوانتومی در ا مونت
اي دربرگیرنده بیش از هزار الکترون را شبیه سازي  هاي دوره توانیم سیستم هاي موازي می کامپیوتر

هاي  امروزه روش. باشد سازي بسیاري از خواص جامدات با دقت بالا کافی می کنیم، که براي مدل
انتومی به عنوان یک ابزار با ارزش براي برآورد خواص فیزیکی مواد حقیقی به مونت کارلوي کو

در مورد عمومیت این روش می توان گفت نسبت به نظریه  تابعی چگالی  . اند رسمیت شناخته شده
این موضوع میتواند به دلایل مختلف صورت گرفته باشد از جمله طول عمر . عمومیت کمتري دارند

هاي دیگر که اخیراً بیشتر نمود یافته اسباتی بالاي آن و وابستگی عملی آن به روشکوتاه، هزینه مح
امروزه مونت کارلوي کوآنتومی به سمت و سویی میرود که به کمک خروجی هاي نظریه تابعی . است

  .هایی را براي محاسبات مونت کارلوي کوآنتومی ایجاد کرد و بالعکسبتوان ورودي... چگالی و
  

- ترین معادلهي شرودینگر غیر نسبیتی را به عنوان اساسیکه گفتیم معادلههمانطور 
توان به صورت ي تابع موج مکانیک کوانتومی در حد غیر نسبیتی، در بیشتر موارد نمی

ي شرودینگر در رو باید به دنبال راهی براي حل عددي معادلهاز این. تحلیلی حل کرد
ي شرودینگر در نخستین گام براي حل معادله. باشیماي مورد نظر هاي بس ذرهدستگاه
مجموعه ]. 1و2[بودند 1فوك -سازگار هارترياي، معادلات میدان خودذرههاي بسدستگاه

آوردن نیروي وارد بر از یک پتانسیل میانگین در به دست) HF(فوك-معادلات هارتري
، به طور آشکار  HFدر معادلات .کندهاي دیگر دستگاه، استفاده میالکترون از طرف الکترون

- شود و از تقریب میدان متوسط  استفاده میاکترون در نظر گرفته  نمی-کنش الکترونبرهم
این . تقریباً این ایده میدان متوسط در روشهاي دیگر محاسباتی نیز گنجانده شده است. شود

سی ضعیف با هاي با همبستگی قوي و بعضاً پیوندهاي وادروالتقریب در مورد سیستم
هاي نادرست نظریات مبتنی بر میدان هاي مختلفی براي جوابشکست روبرو شده و مثال

   .متوسط وجود دارد

                                                 
1Hartree-Fock 
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الکترون دور شدن از تقریب میدان -کنش الکترونگیري دقیق برهمتنها راه براي اندازه
تن سهم در نظر گرف. متوسط و در نظر گرفتن مختصات الکترونها در تابع موج دستگاه است

هایی که منجر به حل ي انتگرالالکترون در هامیلتونی دستگاه، محاسبه-کنش الکترونبرهم
هاي تحلیلی نخستین در رو تلاشاز این. ساختشد را دشوار میي شرودینگر میمعادله

  ].3[محدود شدند) الکترون 4تا  2(هاي ساده اي به اتمذرههاي بسبررسی دستگاه
  

هاي مونت کارلو  هاي اولیه و مشهور در مورد نقش مهمی که به وسیله روشیکی از موفقیت
همبستگی  براي -گردد، محاسبه انرژي تبادلی کوانتومی در حوزه نظریه ساختار الکترونی ایفا می

به واسطه محاسبه همبستگی ) 3عنصر اساسی سازنده نظریه تابعی چگالی( 2 تقریب چگالی موضعی
یابی به فهم بهتري از  اخیراً، مونت کارلو کوانتومی درجهت دست]. 1[باشد میبراي گاز الکترونی 

DFT  به عنوان فراگیرترین روش محاسباتی ساختار الکترونی کمک مضاعفی بوده است، چه در بنا
علاوه ]. 3و2[همبستگی یا از طریق تولید مقادیر دقیق تابعی چگالی - نهادن تخمینی از انرژي تبادلی

شرفت قابل توجهی در کاربرد روش مونت کارلو کوانتومی در مسائل علوم مواد، از قبیل بر این، پی
ها در سطوح  هاي ساختاري و واکنش ، انرژي]5[ارساناه ها در نیم ، نقص]4[4ها خواص بستگی خوشه

براي مروري . (، صورت گرفته است]8[، و جامدات ]7[ها  هاي برانگیخته مولکول ، تراز]6[رسانا  نیم
  .)را مشاهده کنید ]4[، مرجع QMCجامع و با جزئیات در مورد کاربردهاي 

  
هاي پر قدرتی هستند که بسیار دقیق و قابل  از روش QMC (5(کارلو کوانتومی  هاي مونت روش

هاي حاصل از آنها را از هر روش  است که  داده نباشند و معمولاً دشوار و یا غیرممک اطمینان می
  .محاسباتی دیگري بدست آورد
، )...اي، سیمپسون و مانند روش ذوزنقه(گیري هاي استاندارد انتگرالاز سویی دیگر روش

ي شرودینگر زمان زیادي صرف میکنند و تنها هاي ناشی از حل معادلهي متوسطدر محاسبه
مونت کارلو، مجموعه  هايروش .هاي کم سودمند هستندرونهایی با الکتبراي دستگاه

اي رفتار یک دستگاه را به صورت روشهایی هستند که معمولاً با کمک فرایندهاي کاتوره
هاي مونت کارلوي کوآنتومی ایده اي شبیه به بیان ساده تر روش. کنندآماري بررسی می

ن تفاوت که انتگرالهاي موجود براي حل همان روش مونت کارلو کلاسیک را می پروراند با ای
  .انتگرالهاي ناشی از مقادیر چشم داشتی ظاهر شده در مکانیک کوآنتومی می باشند

  

                                                 
2Local Density Approximation (LDA) 
3Density Functional Theory (DFT) 
4 Clusters 
5 Quantum Monte Carlo Methods (QMC) 
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  ساختار مواد هاي محاسباتیروش 2

روبرو هستیم، و )2310از مرتبه(هایی با تعداد بسیار زیادي از ذرات سازنده  که با سیستم از آنجا    
باشند، عمدتاً دو روش اساسی براي بررسی سیستم بنا  خود این ذرات با هم در حال برهمکنش می

  :نهاده شده است 
- روش کلاسیکی، در این روش با در نظر گرفتن یک پتانسیل بین اتمی مانند لنارد )1
توجه داشته . آید ها،  خصوصیات مهمی بدست می بین ذرات تشکیل دهنده یعنی اتم 6جونز
 .که ساخت چنین پتانسیلهایی خود درك کوآنتومی نیاز دارد باشیم
هایی  باشد، در واقع روش معروف می 7روش کوانتومی، این روش به محاسبات آغازین )2

هاي  باشند و بدون دخالت داده که معادلاتشان شامل پارامترهاي تجربی و نیمه تجربی نمی
کلی محاسبات آغازین نامیده  به طورشوند،  آزمایشگاهی مستقیماً از اصول تئوري حاصل می

اي با هامیلتونی به صورت زیر میتوان خصوصیات  شوند و با یک معادله شرودینگر بس ذره می
 .دست آورد مهمی از سیستم را به

)1(  
  
  
)2(  
  
برداري است که محل الکترون را نشان  rvکه در این معادله  
Rدهد و  می

v کند موقیت هسته را مشخص می .  
کلاسیکی این است که عیب عمده روش . این دو روش هر کدام معایب و مزایایی به همراه دارند

اي از مواد  پتانسیل واحدي براي تمام مواد وجود ندارد و ناچاریم براي هر ماده و یا حداقل دسته
انتخاب پتانسیل هم به شدت به شرایط فیزیکی خاص حاکم بر سیستم . پتانسیل خاص بسازیم

ي مواد گوناگون قابل باشد، براي اینکه یک پتانسیل دقیق باشد و در شرایط مختلف برا وابسته می
استفاده باشد نیازمند به استفاده از پارامترهاي زیادي در عبارت پتانسیل خواهیم بود که این خود 

را کم کنیم خطاي پتانسیل افزایش  اه باعث افزایش حجم محاسبات می شود و اگر تعداد پارامتر
هاي بزرگ  اما مزیت عمده آن سرعت بالاي محاسبات و در نتیجه امکان محاسبه براي سیستم. یابد می

برخی از رفتارهاي سیستم ناشی از . باشد اي با سرعت و حافظه معمولی می شامل هزاران ذره با رایانه
روش کلاسیک در اینجا بسیار سریعتر و ارزانتر گیري از  باشد که بهره خصوصیات ماکروسکوپی می

  .باشد می

                                                 
6 Lenard-Jones  
7Ab-initio 
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مزیت روش کوانتومی در آن است که همانطور که قبلاً گفته شد خواص اساسی مواد بر پایه 
باشد، به ویژه  اصول مکانیک کوانتومی استوار است و در این روش نیز محاسبات بر همین اساس می

شوند، نظیر ساختار نواري،  ول بندي کلاسیک ظاهر نمیخواصی که منشأ کوانتومی دارند و در فرم
  .باشند هاي کوانتومی قابل بررسی می ها تنها با روش چگونگی پیوند بین اتم

حل دقیق معادله شرودینگر . باشد تنگناي اصلی در روشهاي کوانتومی حجم زیاد محاسبات می
ین براي اینکه محاسبات به نتیجه برسد آیند، بنابرا نمی ها بر اي از عهده بزرگترین رایانه بس ذره

ها در سلول  هاي ساختاري، تعداد اتم ها نظیر تقارن بایستی از کلیه اطلاعات موجود در مورد سیستم
اي استفاده کنیم علی رغم این تمهیدات اعمال  ها، به نحو هوشمندانه هاي تقریبی اتم واحد، مکان

مواره این سؤال مطرح است که نتایج حاصل تا چه حد لذا ه. هاي متعدد اجتناب ناپذیر است تقریب
کمیت قابل ... قابل تطبیق با یک سیستم واقعی است به هر حال امروزه بسته به چگالی و دما و

  .گیرند محاسبه از هر دو روش کلاسیک و کوانتومی بهره می
ی دوبـروي،  مـوج گرمـای   هـاي کلاسـیک، اسـتفاده از طـول     آزمونی ساده براي تحقیق درستی فرضـیه 

,
2

2/12









=Λ

Tkm
h

Bπ
، خیلـی کوچـک   دسـتگاه  در مقایسه با ابعاد ظرف در برگیرنـدة  Λاگر. است

1/3باشد، یعنی  <<Λ V قبـول   ، آنگاه فرض کلاسیک بودن رفتار دستگاه، یک تقریب مناسب و قابـل
 Ne، و  2H  ،Heطور که از رابطۀ بالا  پیداست، براي دستگاههاي خیلی سبک همچـون   همان. است

کوانتومی یـا   و همچنین در دماهاي خیلی کم، تقریب کلاسیکی معتبر نیست و حتماً باید از روشهاي 
  .سازي دستگاه استفاده کنیم روشهاي کوانتومیِ میدان متوسط براي شبیه

تن ساختار فیزیکی یک سیستم باید هامیلتونی مربوط به آن را با در روشهاي کوآنتومی براي یاف
هاي  بنابراین در روش. دقت بنویسیم و تلاش کنیم تا توابع موج و مقادیر ویژه آن را بدست آوریم

  : محاسباتی ساختار مواد با دو مسئله اساسی روبرو خواهیم بود 
i. بازنویسی هامیلتونی سیستم 
ii. حل معادله شرودینگر 

گیري مونت کارلو، الگوریتم متروپلیس و مونت هاي انتگرالفصل دوم، روشدر 
از  VMCگزینش تابع موج آزمایشی در روش.شودکارلوي کوانتومی وردشی بررسی می

هاي در فصل سوم توابع موج مونت کارلوي کوانتومی و ویژگی. اي برخوردار استاهمیت ویژه
ي یک دستگاه یافتن تابع موج حالت پایه. کنیممیرا بررسی  VMCتوابع موج در الگوریتم 

هاي گوناگون گرفتن روشاي با شمار زیادي از پارامترهاي وردش تنها با به خدمت ذرهبس
سازي تابع موج مونت هاي کارا در بهینهي الگوریتمامروزه ارائه. پذیر استسازي امکانبهینه

در فصل ]. 12[است QMCهاي ین چالش روشکارلوي کوانتومی و یافتن نتایج بهتر مهمتر
، مونت کارلو  9، گرادیان همبسته8سازي تندترین کاهشچهارم به بررسی سه روش بهینه

  .پردازیممی 10سرد سازي و الگوریتم ژنتیک
                                                 

8Steepest Descent  
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  مفاهیم اصلی روش مونت کارلو 3

سازي  روش مونت کارلو، یک روش عددي براي حل مسائل ریاضی فیزیکی به وسیله شبیه
 پیچیده است انتگرال هايمهمترین کاربرد روشهاي مونت کارلو محاسبه  .باشد هاي تصادفی می تغیرم

به طور عمومی تاریخ تولد پذیرفته شده روش  .باشند هاي دیگر به طور دقیق قابل حل نمی که با روش
اي با نام روش مونت کارلو توسط   باشد ، یعنی هنگامی که مقاله می1949کارلو، سال  - منت

 14واستانیسلاو یولام 13آمریکایی جان وون نیومن ندانا ریاضی. ارائه شد]46[12و یولام11متروپولیس
 –ها قبل از اینکه مقاله وون نیومن  ي نظري روش مدتها پایه. شوند     بنیانگذاران اصلی آن شمرده می

برخی مسائل در آمار گاه  1949از این گذشتهپیش از سال . یولام منتشر شود، شناخته شده بود
به . شدند گذاري تصادفی یعنی، در حقیقت، به وسیله روش مونت کارلو حل می بگاهی به وسیلهنمونه

باشد،  هاي تصادفی با دست، کاري دشوار و پر زحمت می سازي متغیر هر حال از آنجایی که شبیه
استفاده از روش مونت کارلو به عنوان یک تکنیک عددي همگانی تنها با ظهور کامپیوترها، به صورت 

 .کاربردي درآمد
  

هاي  کند، شامل بسیاري از زیر رشته اي کاربرد پیدا می کارلو در حوزه گسترده هاي مونت روش
یابد به نواحی دیگر چون بیولوژي یا  فیزیک آماري یا فیزیک انرژي بالا، و گسترش میفیزیک، مانند 

  .هاي مالی تحلیل بازار و دادوستد
  غالباً مسأله اصلی تخمین انتگرال چند بعدي 
)3(                  ∫= )(xdxfI  

،  تر باشیم تر و صریح دقیقبراي اینکه . باشد است، که براي این انتگرال پاسخ تحلیلی معلوم نمی
. از انتگرال به همراه تخمینی از خطا ارائه دهد  کنیم که تخمینی عددي ریتمی را جستجو می الگو

ریتمی که  هیچ امتیازي در ایجاد الگو. باید نتیجه را در زمان معقولی ارائه دهد مریت علاوه بر این الگو
ریتم کاملی  همچنین هیچ الگو. شد، وجود نداردنتیجه صحیحی را تحویل دهد، ولی تا ابد طول بک
هر چه بیشتر در مورد مسئله به خصوصی، آگاهی . وجود ندارد که براي همه مسائل مناسب باشد

تري حل کند  ریتمی که مسئله را به طور کارآمد باشیم، شانس بیشتري براي پیدا کردن الگو داشته 
  .وجود دارد
  

                                                                                                                                              
9Conjugate Gradient 
10Genetic Algorithm 
11Metropolis 
12 Ulam 
13 John von Neumann 
14 Stanislav Ulam 
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  کارلوهاي مونت گیريانتگرال 1- 3
کارلو به محاسبه انتگرال هایی می پردازد که محاسبه آنها به صورت روش هاي مونت

ي تولید اعداد کارلو بر پایهگیري مونتهاي انتگرالتمام روش. تحلیلی امکان پذیر نیست
گیري هاي انتگرالدر زیر به کوتاهی برخی از روش. پردازدي انتگرال میاي به محاسبهکاتوره
  .کنیمور میرا مر

  

  روش برخورد یا خطا 1- 1- 3
 15گیري مونت کارلو روشی موسوم به روش بر خورد یا خطاترین روش انتگرالساده

  را در نظر بگیرید، 1-1شکل]. 14[است

 
)تابع  )1شکل )f x  که در مستطیل با طول)b a− (و عرضH قرار گرفته است .S سطح ،
)گیري از تابع شده مساحت زیر نمودار و جواب انتگرالرنگ )f x است. 

  
)در واقع حل انتگرال محاسبه مساحت زیر تابع  )f x مستطیل با عرض. استH  و

b(طول  a− ( طوري در نظر گرفته شده است که تابع داخل آن تعریف شده باشد.N  زوج
)اي کاتوره ),i ix y  با شرطia x b≤ 0و ≥ iy H≤ )کسري از نقاط. کنیمتولید می ≥ ),i ix y 
)که )iy f x≤  انتگرال(تخمینی از نسبت مساحت مستطیل به مساحت زیر تابع( )f x (
  :بنابراین مقدار تقریبی انتگرال را می توان به صورت زیر نوشت. باشدمی

)4(        ( )
b

a

NI f x dx S
N

′
= ≅∫  

Nکه )شمار نقاطی است که شرط  ′ )iy f x≤ کند ورا برآورده میS  مساحت زیر نمودار را
روش برخورد و خطا را به آسانی می توان به فضاي چند بعدي گسترش داد و . دهدنشان می

  .دست آوردتخمینی از حجم یک جسم نیز به 

                                                 
15Hit or Miss 
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  روش مقدار میانگین 2- 1- 3
  :را به صورت زیر بنویسیم) 4(با توجه به قضیه مقدار میانگین می توانیم انتگرال 

)5(                ( ) ( )
1

N

N i
i

b a
I f x

N =

−
= ∑  

]ي اي در بازهها اعداد کاتورهixکه  ],a b اگر شمار . هستندix،هاN به اندازه کافی بزرگ ،
- اي میاین رابطه مشابه روش ذوزنقه. تر می شودبه جواب دقیق انتگرال نزدیک NIباشد، 

-در روش. شوندیکسان گزیده میها با فواصل ixاي باشد با این تفاوت که در روش ذوزنقه
یابد ، خطاي محاسبات افزایش می)d(گیري با افزایش بعد انتگرالهاي معمول انتگرال

1که در روش مونت کارلو خطا متناسب با درحالی
d

-هاي انتگرالرو روشاز این ].15[است 

گیري برتري قابل هاي انتگرالهاي چندگانه نسبت به سایر روشانتگرال يمونت در محاسبه گیري
  .توجهی دارد

  

  گیري با اهمیتنمونه  3- 1- 3
انحراف (σ، خواهیم دید که خطاي محاسبات مونت کارلو متناسب با ***در بخش
توان با رو میاز این. باشدمی )هاگیريشمار نمونه(Nو وارون مجذور) هامیانگین نمونه

گیري در روش مونت گیري خطاي انتگرالکاهش واریانس و یا افزایش شمار نقاط نمونه
کارایی محاسبات مونت ، σگیري با اهمیت با کاهشهاي نمونهروش. کارلو را کاهش داد
  . دهیمزیر این روش را توضیح می در. دهندکارلو را افزایش می

)تابع مثبت  )p x را در نظر بگیرید به طوري که  
)6(                  ( ) 1

b

a
p x dx =∫  

  :را به صورت زیر بازنویسی کرد 4می توان انتگرال
)7(                ( ) ( )

b

a
F g x p x dx= ∫  

)که  ) ( )
( )

f x
g x

p x
)گیري از تابع توزیع نمونهN، با 4يانتگرال رابطه. است = )p x  با محاسبه

  :آیدمجموع زیر به دست می
 )8(                  ( )

1

1 n

n i
i

F g x
n =

= ∑  

)واضح است که با گزیدن  ) 1p x
b a

=
−

)تابع . شودتبدیل می، 5ي، به رابطه8يرابطه ، )p x 
)اي باشد که واریانس نسبتباید به گونه ) ( )f x p x   بهترین گزینه براي . (را کمینه کند

)تابع  )p x تواند به صورتمی( ) ( )f x p x گیري بسیار بهتر ي انتگرالاکنون نتیجه. باشد
است، اگرچه میزان خطاي مونت کارلو هنوز متناسب با 

n
σ باشدمی.  
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  الگوریتم متروپولیس 2- 3
الگوریتم متروپولیس روشی براي تولید نقاط از یک تابع توزیع نایکنواخت است که 

در واقع الگوریتم متروپولیس ]. 5[ارائه شد 1953و همکارانشدر سال  16توسط متروپولیس
  هایی به شکلي میانگینیک فرایند نمونه گیري با اهمیت است که براي محاسبه

 )9(              ( ) ( )
( )

f x p x dx
f

p x dx
< >= ∫

∫
  

)، 9يدر رابطه. مفید است  )p x است اختیاري، که لازم نیست بهنجار شده باشد تابعی .
فرض . براي سادگی، الگوریتم متروپولیس را در حل یک انتگرال یک بعدي بررسی می کنیم

اي با توزیع کنیم که مایل هستیم از نمونه گیري با اهمیت براي تولید متغیرهاي کاتوره
( )p x اي از نقاط وپولیس یک ولگشت کاتورهالگوریتم متر. استفاده کنیم{ }ix  با تابع توزیع

)احتمال  )p x اي با احتمال گذار یک ولگشت کاتوره. کندتولید می( )i jT x x→ ي از نقطه
ix ي به نقطهjx  0طوري که توزیع نقاط 1, ,...x x  به تابع( )p x شودهمگرا شود مشخص می .

برآورده  17که شرط تعادل جزئی) بایسته نیست(براي رسیدن به این امر تنها کافی است 
  :شود

)10  (          ( ) ( ) ( ) ( )i i j j j iP x T x x P x T x x→ = →  
)،10يدر رابطه )i jT x x→یک گزینش ساده می تواند به صورت زیر باشد . یکتا نیست :  

)11(            ( ) ( )
( )

min 1, j
i j

i

P x
T x x

P x

 
→ =  

  
  

1ixي باشیم، براي تولید نقطه ixياگر در ولگشت در نقطه توانیم با گزینش می +
( )i jT x x→ مطابق الگوریتم زیر پیش برویم) 11(ي از رابطه :  

trialگزینش موقعیت آزمایشی  -1 i ix x δ= ي اي در بازهیک عدد کاتوره iδ، که +
[ ],δ δ−  است .  

)ي محاسبه  -2 )
( )

trial

i

P x
w

P x
= 

1wاگر  -3 1iپذیریم و شده را می، جابجایی اعمال≤ trialx x+  . دهیم، قرار می=
1wاگر  -4  . کنیمرا تولید می rاي، عدد کاتوره>
rاگر  -5 w≤ 1پذیریم و تغییر را می،  دوباره اینi trialx x+  . دهیم ، قرار می=
1iدهیم تا اگر در طی مراحل بالا تغییر آزمایشی پذیرفته نشد، آنگاه اجازه می -6 ix x+ = ،

 . باشد

                                                 
16Metropolis 
17Detailed Balance 
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)براي آنکه توزیع احتمال نقاط تولید شده به سوي  )p x  میل کند باید در دستگاه تعادل
. اي مطابق الگوریتم بالا تولید کنیمبنابراین لازم است شمار زیادي نقطه کاتوره. برقرار شود
در الگوریتم متروپلیس بسیار بزرگ باشد تنها درصد بسیار ) گام مونت کارلو( δاگر مقدار

)شود از این رو به نمونه گیري درستی از تابع یکمی از گام هاي آزمایشی پذیرفته م )p x 
بسیار کوچک درصد زیادي از گام هاي آزمایشی  δاز طرف دیگر با گزینش . رسیمنمی

)شود اما این بار نیز نمونه گیري خوبی از تابع پذیرفته می )p x نگرفته است صورت.  
هاي سوم تا نصف گاموقتی است که تقریباً یک δيیک معیار گزینش اندازه
- به گونه) نخستین نقطه آزمایشی( 0xهمچنین باید مقدار . آزمایشی مورد پذیرش قرار گیرد

}اي گزینش شود که توزیع  }ix واضح است که . تر به سوي توزیع مورد نظر میل کندتند
)، این است که ولگشت در بیشینه مقدار تابع 0xبهترین گزینش براي  )p x باشد.  
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 نتومیکارلوي کواهاي مونتروش 4

دقیقی از مواد را در سطح و تراز مکانیک کوانتومی در الکترونی توصیف -معادله شرودینگر بس
،  Nها،  بعدي است که تعداد الکترون3N+1دیفرانسیل جزئی  هدهد، ولی یک معادل اختیار ما قرار می

براي فائق آمدن بر مشکل ابعاد بالا، اکثر مطالعات مکانیک کوانتومی . باشد بزرگتواند خیلی  می
- الکترونی مانند نظریه تابعی چگالی کوهن-اساس نظریات ساده تکهاي بزرگ بر  محاسباتی سیستم

الکترون به - هاي الکترون در این نظریات برهمکنش. اند بنا نهاده شده 19فوك-و تقریب هارتري  18شام
الکترونی - تک تلا گردد و بدین وسیله مسئله به یک دسته معاد وسیله یک پتانسیل مؤثر جایگزین می

 .یابد کاهش می
هاي پیچیده و  هاي روش نظریه تابعی چگالی در تشریح ساختار الکترونی مولکول جود موفقیتبا و

باشد، که گاهی به نتایج  تنها یک تقریب می DFTجامدات، طرز رفتار همبستگی الکترونی در روش 
کارلو کوانتومی  هاي مونت روش. شود ها با همبستگی قوي و ضعیف منجر می نادرستی براي سیستم

)QMC  (هاي  در زمره موفقترین روشpost-DFT هاي  است و محاسبات بسیار دقیقی را از ویژگی
هاي  کار بردن روش دهد، جایی که به  هاي جامد ارائه می هاي بزرگ یا سیستم همبسته براي مولکول

هاي مونت کارلو  به خاطر همین دلایل، روش. باشد شیمی کوانتومی متعارف به شدت مشکل می
هاي مورد  همتا براي کاوش همبستگی الکترونی در سیستم می، خود را به عنوان ابزاري بیکوانتو

هاي قطعی در حالاتی که نظریه تابعی چگالی نابسنده   یابی به جواب علاقه علوم مواد و براي دست
  .کند باشد،  پابرجا می می

فارغ است از اوایل ریبی هاي تق سایر روشمونت کارلو کوانتومی به عنوان روشی که از مشکلات 
ذره اي کامل بطور مستقیم کار -این روش اجازه می دهد تا با تابع موج بس. معرفی شد 1980دهه 
با توجه به رهیافت هاي ریاضی و فیزیکی متفاوت چندین روش مونت کارلو کوانتومی وجود . کنیم

  :دارد که عبارتند از
  
  20مونت کارلو کوانتومی وردشی - 1
 21کوانتومی پخشیمونت کارلو  - 2
 22مونت کارلو کوانتومی انتگرال مسیر - 3
 23مونت کارلو کوانتومی تابع گرین - 4
 24کمکی - مونت کارلو کوانتومی میدان - 5

                                                 
18Kohn-Sham Density Functional Theory (DFT) 
19 Hartree-Fock Approximation (HF) 
20Variational Quantum Monte Carlo (VQMC) 
21Diffusion Quantum Monte Carlo (DQMC) 
22Path Integral Quantum Monte Carlo (PIQMC) 
23Green’s Function Quantum Monte Carlo (GQMC) 
24Auxiliary-Field Quantum Monte Carlo (AFQMC) 
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مهمترین امتیاز روشهاي مونت کارلو کوانتومی آن است که با آنها می توان مسائلی را بررسی کرد 

توان بدست آورد، مانند  ن توابع را نمیپیچیده است و با روش تحلیلی ای نکه توابع توزیع احتمالشا
هاي مختلف  ها سادگی کاربرد آنها براي شرط مرزي امتیاز دیگر این روش. اي مسائل دو یا چند ذره

کارلو وجود خطاي آماري در  ها همانند سایر روشهاي مونت از طرفی اشکال عمده این روش. باشد می
اغلب این روشها هدفشان محاسبه انرژي و  .کردمحاسبات است که باید آن را تا حد ممکن کوچک 

تابع موج حالت پایه سیستم است، به جز روش مونت کارلو کوانتومی انتگرال مسیر و مونت کارلو 
ها  دماي محدود میدان کمکی که ماتریس چگالی را محاسبه می کنند، که ما در اینجا به این روش

  . پردازیم نمی
کارلو مبتنی بر الگوریتم متروپولیس با این  اي از مونت  کاربرد سادهشی  کارلو کوانتومی ورد مونت 

توزیع برابر است با : پیچیدگی که در آن ما عبارت تحلیلی تابع توزیع را نداریم تا نمونه گیري شود
مونت روش . مربع تابع موجی که باید ساخته و بهینه شود تا یک تقریب خوب از تراز مورد نظر باشد

باشد و به قدم  تومی پخشی یک راه ویژه از طرح ریزي حالت پایه از یک توزیع اولیه میکارلو کوان
  .شود ،  مربوط می27زنی و شاخه 26هاي پخش داده شده بوسیله فرایند 25تصادفی

مشکل  کارلو پخشی  آمار فرمی و شکست حل مربوط به حالت پایه سیستم بوزونی، براي مونت 
  .گردد  شود، برطرف می از طریق قیودي که معرفی می 28کند که در تقریب  نقطه ثابت ایجاد می

گزاري استفاده شده  ها بپردازیم اجازه دهید که روش نوشتاري و نماد پیش از آنکه به توضیح روش
الکترون برهمکنشی  Nکنیم که سیستمی غیر نسبیتی شامل  ما فرض می. این متن تعریف کنیمدر 

  :شود داریم که به وسیله هامیلتونی زیر توصیف می
)12(                  ,H T V= +  

∑∑∑∑
=<== −

+
−

++∇−=
N

i i

N

ji ji
i

N

i
ext

N

i
i xrrr

rvH
111

2 11)(
2
1

rrrr
r  

)(rvext
r شود پتانسیل باشد که در اینجا از آن صرفنظر میشبه پتانسیل خارجی ثابت و یا تواند یک می.
N3   مختصه ذرات باR

r یعنی  شود مشخص می( , )R r x=
r r r .  

===1( شده استاز واحدهاي اتمی استفاده  در این نوشته  emh( . واحد اتمی طول، شعاع

: 29بوهر
oh A

me
529.02

2

fs:  ؛ واحد زمان=
me

2
4

3

10419.2 −×=
h براي انرژي (؛  و واحد انرژي

eVme: است یعنی  30هارتري) ها حالت پایه و پتانسیل 25.272

4

=
h

 .  

                                                 
25Random Walk 
26 Diffusion Process 
27Branching Process 
28Fixed-Node Algorithm 
29  Bohr Radius 
30  Hartree 
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  )VMC(کارلوي کوانتومی وردشیمونت 5

  

  مقدمه  1- 5
کاربردهاي مستقیم ترین ، یکی از مهم)VMC(31کوانتومی وردشیرلوي کامونت

ي اصل وردش در مکانیک بر پایه VMCروش . هاي مونت کارلو استگیريانتگرال
در این فصل . یابداي میذرههاي بسي دستگاهکوانتومی کران بالایی براي انرژي حالت پایه

هاي پسین به در بخش. کنیمنخست اصل وردش خطی در مکانیک کوانتومی را بیان می
  .  پردازیممی VMCاي و ساختار الگوریتم ذرههاي بسمیلتونی دستگاهي هامطالعه

  اصل وردش  2- 5
در مکانیک کوانتومی، تابع موج  32ریتز -براي به دست آوردن اصل وردش ریلی

  :دهیمحالات یک هامیلتونی به شکل زیر بسط می، را  بر حسب ویژهTψآزمایشی بهنجار
)13(                  

0
T i i

i
cψ ψ

∞

=

= ∑  
  :اندها، ضرایب بسط هستند و به یک بهنجار شدهicکه 

)14(                    2

0

1i
i

c
∞

=

=∑  

، به Tψ، براي تابع موج آزمایشی،Ĥاي،ذرهداشتی هامیلتونی یک دستگاه بسمقدار چشم
  :آیدصورت زیر به دست می

)15(            
2

ˆ ˆ

ˆ

T T i i j j
i j

i j i j
i j

i i
i

H c H c

c c H

c

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

ε

∗

=

=

=

∑ ∑

∑∑

∑

  

  که
)16(                  ˆ

i i jHε ψ ψ=  
، براي یک تابع موج آزمایشی همواره بزرگتر یا برابر انرژي Ĥداشتیبنابراین مقدار چشم

شکل تابع موج آزمایشی در محاسبات وردشی اهمیت بسیاري . دستگاه استي حالت پایه
ي دستگاه را داشته باشند، هاي تابع موج حالت پایهبا گزینش توابع موجی که ویژگی. دارد

  .ي دستگاه دور از دسترس نیسترسیدن به انرژي حالت پایه

                                                 
31Variational Quantum Monte Carlo(VMC)  
32Raleigh-Ritz 
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  مونت کارلوي کوانتومی وردشی 3- 5
ترین روش مونت کارلو کوانتومی است و تعمیمی از  ساده)  VMC(مونت کارلو کوانتومی وردشی 

مقایسه مقادیر انتظاري عملگرهاي کوانتوم  براي VMC .دهد نت کارلوي کلاسیکی ارائه میمو
شود و استفاده از هر تابع موج آزمایشی  مکانیکی روي تابع موج آزمایشی داده شده به کار برده می

این مسئله باید با . داند قیود سختگیرانه روي ترکیب تابعی آن، مجاز میقابل محاسبه را، بدون اعمال 
هاي مدارهاي تک  بهاي دیگر سنتی شیمیایی کوانتومی که تابع موج را بر حسب حاصل ضر روش

. کنند، مغایرت داشته باشد هاي با ابعاد بالا در مقادیر انتظاري مختلف بیان می ذره براي انجام انتگرال
VMC هاي حالت پایه  براي محاسبه ویژگی]48[ 33اولین بار به وسیله مک میلانHe4  مایع استفاده

مونت کارلو ].49[هاي فرمیونی تعمیم داده شد براي سیستم 34شد، و بعد از آن توسط سپرلیو دیگران
دارد که براي  اظهار میشود، که این نظریه  از نام نظریه وردشی مشتق می) VMC(کوانتومی وردشی 

R)(یک تابع موج آزمایشی داده شده 
r

Ψ مقدار انتظاري هامیلتونی نسبت به این تابع موج آزمایشی ،
  :باشد می 0Eحد بالایی براي انرژي حالت پایه دقیق 

)17(        0)()(
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RRRd

RHRRdH
EV ≥
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ΨΨ
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rrr

rrr

  

REL)(مقدار متوسط انرژي موضعیتواند به صورت  انرژي وردشی می

r   روي توزیع)(R
r

ρ  نوشته
  :شود

)18(    ρ〉〈=ρ=
Ψ

Ψ

Ψ
Ψ

= ∫
∫

∫ )()()(
)(
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RERRERd
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RHRdE LLV

rrrr
rr

r

r
rr  

  :شود که انرژي موضعی به صورت زیر تعریف می

)19   (                ( )( ) ,
( )L

H RE R
R

Ψ
=

Ψ

rr
r  

R)(و توزیع 
r

ρ  به صورت  

)20(              
∫ Ψ

Ψ
=ρ 2

2

)(

)(
)(

RRd

R
R vr

v
v  

گیري وزنی با وزن چگالی احتمال بهنجار شده فوق  مانند یک میانگین 18در واقع معادله 
  .باشد می

R)(گرفتن از توزیع  ، براي نمونه VMCدر 
r

ρ  شود و متوسط  متروپولیس استفاده می الگوریتماز
R)(نمونه گرفته شده با احتمال مستقل  بندي پیکر Mانرژي موضعی را روي 

r
ρ  به صورت زیر

  :شود حساب می

                                                 
33McMillan 
34Ceperley et al. 
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)21(            ),(1)(
1

iL

M

i
LV rE

M
REE ∑

=
ρ ≈〉〈=

r  
به تساوي تبدیل  M→∞که میانگین ، یک تقریب است براي مقدار انتظاري و در حدود 

  :شود بندي زیر تعیین می توسط مونت کارلو با جمع VEبنابراین تخمین . شود می
)22(              ),(1lim

1
iL

M

iMV rE
M

E ∑
=

∞→
=  

M تعداد دفعاتی است کهR
r 2)(از توزیع R

r
Ψشود گیري می نمونه.  

کند که در روش مونت کارلو وردشی مورد استفاده  ءباید چه شرایطی را ارضا Ψحال ببینیم که 
به طور بسیار . تابع موج باید پیوسته، قابل بهنجارش باشد و تقارن مناسبی داشته باشد. قرار گیرد

2باید واریانس متناهی از انرژي  Ψمعنادار باشد،  VEخطاي آماري روي انرژي  اینکه ، برايیمهم
Vσ

  را عرضه کند، 

)23(        ,))((
)(

2

2

2

ρ
−=

ΨΨ

Ψ−Ψ
=σ VL

V
V ERE

EH r
 

  :کند هاي مونت کارلو به صورت زیر رفتار می  از آنجایی که خطا به عنوان تابعی از قدم
)24(                

M
Eerr V

V
σ

~)( 

نزدیک  Hتوجه داشته باشید که، هنگامی که تابع موج آزمایشی به ویژه حالت دقیق هامیلتونی 
. شود شود، آنگاه انرژي موضعی ثابت و برابر با ویژه مقدار  هامیلتونی روي آن تراز مورد نظر می

این ویژگی . کند س به صفر میل میشود و واریان بنابراین در این حد، مقدار انتظاري انرژي واقعی می
همچنانکه تابع موج : مشهور است 35مهم مونت کارلو کوانتومی وردشی به عنوان اصل واریانس صفر

کند، تخمین مونت کارلو از انرژي وردشی به طور  سریع تري به صورت تابعی  آزمایشی بهبود پیدا می
حالت دقیق باشد، تنها یک پیکربندي در  ویژه Ψدر حدي که ( هاي مونت کارلو  از تعداد پیکربندي

به خاطر ویژگی واریانس صفر، . شود همگرا می) براي محاسبه کردن انرژي لازم است 22معادله 
تواند بسیار مؤثرتر و کارآمدتر از محاسبات مونت کارلو  محاسبات مونت کارلو کوانتومی انرژي می

ا روي انرژي و محاسبه آن تمرکز کردیم ، مونت کارلو کوانتومی وردشی هرچند که م. کلاسیکی باشد
Rکه در نمایش  χتواند براي محاسبه مقدار انتظاري هر عملگر  می

r  قطري است،  مورد استفاده قرار
و انرژي موضعی را با  χرا با  Hدر عبارات قبلی، به سادگی هامیلتونی . گیرد

)()()( RRRX
rrr

ΨΨχ= کنیم تعویض می.  
  :تواند به صورت  زیر باشد مونت کارلو کوانتومی وردشی می اي از الگوریتم نمونه

وابسته باشد، انتخاب  λرا که به یک پارامتر وردشی مثل TΨتابع موج آزمایشی دلخواه  - 1
  کنیم می

nntrialیک جابجایی آزمایشی به صورت  - 2 rr δ+= دهیم،  انجام میnδ  یک عدد تصادفی در
],[بازه  δδ− است. 

                                                 
35Zero Variance Principle 
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نسبت  - 3
)(
)(

n

trial

rP
rP

w )()(کنیم، که در آن  را محاسبه می = 2 rrP Ψ= چگالی احتمال ،

 .بهنجار شده است
=+1پذیریم و  بود آنگاه جابجایی را می w≤1اگر که  - 4 ntrial rr . در غیر این صورت، اگر

1<w بود ، یک عدد تصادفی مانندs  را باwکنیم و در صورتیکه  مقایسه میws بود آنگاه  ≥
r کنیم جدید را قبول می. 

nnدر صورتیکه جابجایی قابل قبول نبود  - 5 rr =+1. 
 .کنیم محاسبه می VEوLEها و روابط مربوط به  nrمقدار انرژي را با استفاده از  - 6
یا همان ΨE][کنیم تا  تکرار می λرا براي مقادیر مختلف پارامتر وردشی  6تا  2مراحل  - 7

VE کمینه بدست آید. 
  :است  داده شدهدر زیر فلوچارت روش مونت کارلو کوانتومی وردشی نمایش 

  

 
 

  فلوچارت مربوط به روش مونت کارلو وردشی  - 2شکل 

Initialize 
Choosing ( , ..., , )1t n Rλ λΨ

r
 

Propose a move 

Evaluate 
probability ratio 

Output 

Metropoli
s 

YES 

TEST 

NO 

Update electron 
position 

CalculateLocalE
nergy 
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  انرژي موضعی  3-1- 5

)انرژي موضعی )( ) ,
( )L

H RE R
R

Ψ
=

Ψ

rr
rهاي مونت هاي مهم در روش، یکی از کمیت

سازي تابع موج آزمایشی کمک  هاي این کمیت به بهینهکارلوي کوانتومی است و ویژگی
، بدیهی است براي یک ویژه حالت هامیلتونی مقدار انرژي 19 يبا توجه به معادله. کندمی

اما براي یک تابع موج آزمایشی کلی انرژي . مقدار مربوطه استموضعی ثابت و برابر ویژه
موضعی ثابت نیست و واریانس آن بستگی به گزینش تابع موج آزمایشی دارد که تا چه حد 

گیري روي واریانس انرژي موضعی روشی رو میانگیناز این. زندقریب مییک ویژه حالت را ت
سازي واریانس که در سازي تابع موج آزمایشی است و به نام روش کمینهسودمند در بهینه

  . شود، شناخته شده استفصل چهارم،  به آن پرداخته می
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  کوانتومی پخشی يکارلوروش مونت 6

  
توانیم از هر  اي از دلایل روش قدرتمندي است، می خاطر مجموعه کارلو کوانتومی وردشی بهمونت 

. تابع موجی استفاده کنیم البته تا وقتی که در یک مقدار منطقی از زمان کامپیوتر قابل محاسبه باشد
  .و بالاخره اینکه در این روش هیچ مشکل علامتی وابسته به آمار فرمی وجود ندارد 

طور که قبلاً ذکر شد، هیچ روش  نخست اینکه، همان: وجود دارد VMCتی هم در مورد اشکالا
ها باید پیرامون فرم تابعی آن  اتوماتیکی براي بهبود تابع موج در روند محاسبات وجود ندارد و انتخاب

ی کم علاوه بر این، خواص دیگر به جز انرژي به طور قابل توجه  .براي هر مسئله ویژه، انجام شوند
دقتتر هستند، چون خطاي آنها روي تابع موج از مرتبه اول هستند، به جاي اینکه همانند انرژي از 

توان گفت که هرآنچه براي تابع موج روي دهد، مستقیماً در  به طور خلاصه، می. مرتبه دوم باشند
  .شود کیفیت نتایج منعکس می

و کوانتومی وردشی با پرداخت هزینه هاي مونت کارلو کوانتومی پخشی  قدرتمندتر از مونت کارل
باشد و تا حد زیادي تحت تاثیر قرار گرفتن نتایج از طرف تابع موج آزمایشی را از  تکنیکی بیشتر  می

  .برد بین می
، بر پایه بازنویسی معادله شرودینگر با زمان مجازي و )DMC(روش مونت کارلو کوانتومی پخشی 

و یولام حین  ساین روش اولین بار توسط متروپولی. بعدي است N3انجام ول گشت در فضاي فاز 
دنبال کردن پیشنهاد فرمی مبنی بر شباهتمعادله شرودینگر وقتی که در زمان مجازي نوشته شود با 

کارلو  روش مونت 1975در سال  " 36جی بی اندرسون"].  46[فنا، ارائه شد/ یک معادله پخش و خلق
  ].50[کوانتومی پخشی را براي سیستم الکترونی به کار برد 

  :اگر معادله شرودینگر وابسته به زمان را در نظر بگیریم

)25  (    ),()(),(
2

),(),( 2
2

tRRVtR
m

tRH
t

tRi
rrrhr)

r
h Ψ+Ψ∇−=Ψ=

∂
Ψ∂  

معادله شرودینگر زمان و با استفاده از یکاي اتمی این معادله تبدیل به it=τبا تغییر متغییر 
  :مجازي می شود

)26  (  ),())((),(
2
1),()ˆ(),( 2 τΨ−+τΨ∇−=Ψ−=

τ∂
τΨ∂

− RERVRtREHR
TT

rrrrr
  

TEیک ثابت انرژي است که فقط مرجع انرژي را تغییر می دهد و تاثیري بر اصل مساله ندارد  .
  :میتوان معادله فوق را به صورت زیر نیز نوشت

)27           (      ),())((),(),( 2 τΨ−−τΨ∇=
τ∂

τΨ∂ RERVRDR
T

rrrr
  

)28  (        ),()(),(),( 2 tRRStRDtR rrrr
ρρ

τ
ρ

−∇=
∂

∂ 

                                                 
36Anderson 
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),(زنی براي یک سیستم از ذرات با چگالی  متداول با شاخه 37معادله پخش tR
r

ρ  در زیر معادله
در معادله . تا قیاس بین این دو معادله روشن تر انجام گیرد )28معادله(شرودینگر نوشته شده 
  .، براي راحتی در صفر انرژي معرفی شده استTEپذیر،  شرودینگر جابجایی تنظیم

2، 27در معادله  / 2 1/ 2D m≡ =h ضریب پخش در . شود ضریب پخش این فرآیند محسوب می
در این معادله که بیان کننده تحول . هر مساله به میانگین مسافت پویش آزاد ذرات بستگی دارد

فنا، یعنی به ترتیب جمله اول و جمله /باشد، دو فرآیند پخش و خلق می Ψجزمانی و مکانی تابع مو
در واقع این معادله همانند معادله پخش معمولی در فضاي . اند دوم در سمت راست معادله، وارد شده

N3  2/1بعدي با ثابت پخش≡D  و با پتانسیل می باشد، اگر از جمله])([ TERV −
r  در معادله

خواهد بود که D≡2/1سنتی پخش با ثابت پخش   همعادل نشرودینگر صرفنظر شود، این معادله هما
بنابراین .باشد سازي و حل می بعدي قابل شبیه N3زن تصادفی در فضاي فاز  به آسانی با انجام گام

),(ذره اي –تابع موج بس  τΨ R
r لازم به ذکر است که . معادل چگالی ذرات در معادله پخش است

بعدي پخش و تحت  N3باشند بلکه ذراتی خیالی هستند که در فضاي فاز  این ذرات واقعی نمی
تعداد این  . دامه بیان خواهند شد تولید یا نابود می شوند تا شبیه سازي انجام شودشرایطی که در ا

Rبعدي در هر نقطه N3گام زنها در فضاي فاز
rزنها و مقدار  بسته به چگالی گام])([ TERV −

r  در آن
])([با در نظر گرفتن جمله . نقطه تغییر می کند TERV −

r  در سمت راست معادله شرودینگر این
، یا فرآیند نمایی وپاشی رادیو اکتی زنی همچون وا شود که فرآیند شاخه معادله به معادله نرخ تبدیل می

ها  زن آسانی به وسیله سیستمی از گامچنین سیستمی نیز به . کند خلق و فنا در جمعیت را تشریح می
بنابراین معادله شرودینگر زمان مجازي به وسیله استفاده از ترکیبی از این . سازي است قابل شبیه
  .سازي است کنند قابل شبیه  می ها عمل  زن فنا که روي یک آنسامبلی از گام/ هاي پخش و خلق فرآیند

  :تواند نوشته شود ومی به صورت زیر میحل قراردادي معادله شرودینگر در زمان موه
)30(          ).,())ˆ(exp(),( τΨ−τ−=τΨ REHR T

rv 
),,...,(که همانطور که قبلاً هم گفته شده،  21 NrrrR

r  یک بردارN3- بعدي است مختصات همه
N کند را مشخص می  الکترون .),( τΨ R

r توابع  تواند به صورت بسط بر حسب ویژه میiΦ 
Hجسمی  -هامیلتونیچند

اند، به  مقادیر مربوطه به دست آمده ، نوشت، که این ویژه توابع مطابق ویژه(
1iطوریکه  iE E +≤،  
)31(          ).())(exp(),(

0
REEcR iTi

i
i

rv
Φ−τ−=τΨ ∑

∞

=

  

Ri)(ویژه مقدار انرژي متناسب با ویژه حالت  iEهمانطور که در بالا هم ذکر شد 

r
Φباشد،  می

  .وابسته به شرایط اولیه هستند icضریب 
)exp)((، عملگر  τ→∞کافی طولانی، یعنی چنانکه  هبازاء زمانهاي به انداز Ti EE −τ− 

دهد، و تنها جمله با انرژي حداقل باقی می ماند، زیرا سایر  را ارائه می0Φحالت یعنی  ترین ویژه پایین

                                                 
37Diffusion Equation 
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بنابراین اگر . هاي بالاتر همانطور که دیده می شود به صورت نمایی محو می شوند جملات با انرژي
00 ≠c  باشد، آنگاه داریم:  

)32(        ).())(exp(),(lim 000 REEcR T

rv
Φ−τ−=τΨ

∞→τ
  

  
  :باشند در اینجا نکات زیر قابل ذکر می

  
i.  اگرTEE =0 )0E هاي به اندازه کافی بزرگ تمام  ، آنگاه براي زمان)باشد انرژي حالت پایه می

iΦ 0ها به جزΦ صفر خواهند شد ،     .).(),(lim 0 RR
rv

Φ≅τΨ
∞→τ

 

ii.  اگرTEE ∫اي کلی، که به صورت  ، وزن لحظه 0> τΦ=τ RdRI
rv

شود، به  تعریف می )(),(
 .شود صورت نمایی با زمان بزرگ می

iii.  اگرTEE ∫باشد، آنگاه 0< τΦ=τ RdRI
rv

 .یابد به صورت نمایی با زمان کاهش می )(),(
),(پیدا کردن یک   و  TEمقادیر مختلف  ءبه ازا 27با حل معادله  τΨ R

r آن  ءکه به ازا)(τI 
TEEو  0Ψ=Ψثابت باشد، می توانیم مطمئن باشیم که  مقدار متناظر با  ویژه TE(است  0=

),( τΨ R
r باشد می.(  

  
 

  :می نویسیم ن مجازي را به صورت انتگرالی زیرمعادله شرودینگر زما 27براي تحلیل معادله 
)33   (          ∫ Ψτ′=τ′Ψ ),0,(),,(),( RRRGRdR

rrrrr
 

  :شود که در آن تابع گرین به صورت زیر تعریف می
)34(          REHRRRG T

rrrr
))ˆ(exp(),,( −τ−′=τ′ 

توانیم این  گیري کنیم، می نمونه 33اگر ما بتوانیم تابع موج آزمایشی و تابع گرین را در معادله 
ها، از آنجایی که  براي فرمیون. گیري مونت کارلو انجام دهیم انتگرال با ابعاد بالا را به وسیله انتگرال

بنابراین، فعلاً فرض . تواند به عنوان توزیع احتمال تفسیر شود باشد، نمی نمتقار تابع موج باید نا
شود، که  کنیم که با سیستم بوزونی سروکار داریم که با تابع موج حالت پایه مثبت مشخص می می

کند زیرا اثرات اسپین قابل  هاي شامل حداکثر دو الکترون این فرض مشکلی ایجاد نمی براي سیستم
  .باشد شد و تابع موج حالت پایه مثبت و متقارن میبا صرفنظر می
),,(بینیم که  می 33از معادله τ′ RRG

rr  تابع موج سیستمΨ  را از زمان صفر به زمانτ  منتشر
),,()(توان نشان داد که   به آسانی می .کند می RRRRG

rrrr
−′δ=τ′  و همچنین با گرفتن مشتق

∂∂τ( نسبت به زمان مجازي  )ˆ(و سپس با  عمل دادن)  / TEH روي دو طرف معادله انتگرالی −
),,(توان تحقیق کرد که تابع گرین  می τ′ RRG

rr کند در معادله زیر صدق می  

)35                                                       ().,,()ˆ(),,( tRRGEHtRRG
T

rrrr
′−=

τ∂
′∂

−  
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شود که معادله شرودینگر زمان  یادآور می. باشد که همانند معادله شرودینگر زمان مجازي می
  . آید در معادله قراردادي و رسمی شرودینگر بدست می it=τمجازي به وسیله جایگزین کردن 

اگر هامیلتونی فقط شامل عملگر انرژي جنبشی باشد، معادله شرودینگر در زمان مجازي، همان 
  :بعدي است - N3معادله پخش در یک فضاي 

)36(          ),,(
2
1),,( 2 τ′∇−=

∂

τ′∂
− RRG

t
RRG

diff
diff rr

rr
  

  :شود داده میسی  و تابع گرین به وسیله توزیع گاؤ

)37(        ],
2

)(exp[)2(),,(
2

2/3

δτ
−′

−δτπ=δτ′ RRRRG N
diff

rrrr  

گیري  سادگی نیز نمونه توان تابع گرین را به عنوان یک احتمال گذار تفسیر کرد و به بنابراین می
از طرف دیگر، اگر هامیلتونی تنها شامل عملگر پتانسیل باشد، معادله شرودینگر همانند . شود می

  ) نیز اشاره شده بودهمانطور که قبلاً( شود  معادله نرخ می

)38(        ),,())((
),,(

τ′−=
∂

τ′∂
− RRGERV

t
RRG

rateT
rate

rrrrr
  

  :شود و تابع گرین بوسیله معادله زیر داده می

)39(    ( ) ( )( , , ) exp[ ( )] ( ),
2rate T

V R V RG R R E R Rδτ δτ δ
′ −′ ′= − − −

r rr r r r  

دهد که در هر  کند، و عاملی را نمایش می نمی ارضارا شرطبهنجارش  که باز هم مثبت است اما
),(اي قدم، تابع توزیع لحظه tR

r
Ψ توانیم انتظار داشته باشیم که  بنابراین می. کنیم را در آن ضرب می

هاي پخش و  حل براي هامیلتونی کلی شامل هر دو جمله جنبشی و پتانسیل، ترکیبی از فرآیند
گوید که در حد  می 38سوزوکی -صریحاً، نظریه تروتر. کند را توصیف می) فنا / خلق ( زنی  شاخه
نظر هاي زمانی کوچک، اجازه داریم که سهم انرژي پتانسیل و جنبشی  را به طور جداگانه در  گام

  ، داریم Bو  Aبگیریم، از آنجا که براي دو عملگر داده شده 
)40(          ).( 2)( τ+= τττ+ Oeee BABA  

  :ر تقریب زدهاي زمانی کوچک را به صورت زی توان تابع گرین در گام بنابراین، می
)41(  

  
  

که در آن از نتیجه 
 39ترکیب شده و تابع گرین در تقریب زمان کوچک  38استفاده شده است، که با معادله  41معادله 

  : شود به صورت  داده می)  [24] 1982در سال  40 رینولد(
                                                 

38Trotter - Suzuki 
39Short-Time Approximation 
40Reynold et al. 1982 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ( )( )

( , , )

, ( . )0

0 0 0

2 42

H T V T V

V RV R T

G R R R e R R e e R dR R e R R e R

e R e R e

δτ δτ δτ δτ δτ

δτδτ δτ

δτ − − − − −

′ −− −

′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′= ≈ =

′ ′′=

∫
rr

r r r r r r r r r r r

r r
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)42(  
/ ( )( , , ) ( ) exp[ ]exp[ ( ( ) ( ) ) / ]

( ). ( . )

2
3 2

3

2 2 2
2

2 43

N
T

R RG R R V R V R E

O

δτ π δτ δτ
δτ

δτ

′ −′ ′= − − + −

+

r rr r r r
  

  
  :با توجه به معادله شرودینگر زمان مجازي برابرند با Vو Tعملگرهاي 

)43(                
TERVV

T

−=

∇−=

)(ˆ

,
2
1ˆ 2

r  

تعبیر گردد با این تفاوت که تابع گرین  41ف  تواند به صورت فرآیند مارکو می 33تکرار در معادله 
گرین زمان  تابع رابطه عامل نخست در: آوریم زنی را بدست می باشد و قدم تصادفی شاخه بهنجار نمی

کوچک، تابع گرین براي پخش است، در حالی که جمله دوم تابع توزیع را در یک عدد مثبت ضرب 
به صفر  δτباشد که  گرین تنها در حدي معتبر می عاز آنجایی که بیان زمان کوچک تاب. کند می

انجام شود و نتیجه  δτي مقادیر مختلف نزدیک شود، محاسبات مونت کارلو کوانتومی پخشی باید برا
  .یابی شود برون ،کند که به صفر میل می ايδτبراي 

نرخ ، 39معادله. حال همه اطلاعات لازم براي حل معادله شرودینگر زمان مجازي فراهم است
نحوه گام زدن آنها را معین  ،37شاخه زنی گام زنها را در هر مکانی که می روند، می دهد و معادله 

هاي  طور نتیجه گرفت که در هر گام زمانی، گام زنها با گام می توان این 42از معادله . می نماید
  .پیروي می کنند،  حرکت داده می شوند 39تصادفی که از یک تابع وزن مانند

)44(          ]2/)2)()((exp[ TERVRVp −′+δτ−=
rr  

. کند تابع گرین پخشی عمل می) توزین مجدد(این فاکتور به مثابه بازبهنجارش وابسته به زمان 
یک امکان این . ها گردد زن تواند از طرق مختلفی وارد فرآیند سیر تکامل گام این تغییر بهنجارش می
. ها را جمع کنیم تشار حاصلضرب وزنزن یک وزن تخصیص دهیم و در حین ان است که به هر گام

کند و در  ها به سرعت تغییر می زن دهد زیرا وزن گام گیري را نمی نمونه نتری البته این گزینه کارآمد
زنی  راه بهتر استفاده از الگوریتم شاخه. شود حد زمان طولانی، یکی به صورت نمایی بر بقیه چیره می

احتمال زنده ماندن در مرحله بعد را نشان می دهد و تعداد  pباشد، که در آن  فنا می /یا خلق
  .[24]کند  مانند را معین می هایی که براي مرحله بعدي زنده می  زن گام

  :باشد در ساده ترین روش فرآیند به صورت زیر می
  .دهد سیر تکاملی خود را ادامه می pزن با احتمال  گامp>1اگر  - 1
دهد؛ علاوه بر این در همان مکان ، با احتمال   سیر تکاملی خود را ادامه می زن گامp≤1اگر  - 2

1−p شود زن جدید  تولید می یک گام. 
  :توانند به صورت یک دستور بیان شوند  هر دوي این امکانات به راحتی می

)45(              ,)( η+= pINTM new  
                                                 

41Markov Process 
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قسمت  INTروند،  هایی است که در مکان داده شده به مرحله بعدي می زن تعداد گام newMکه 
. است )0،1(عددي تصادفی با توزیع یکنواخت در بازهηکند، و  صحیح یک عدد حقیقی را مشخص می

شوند،  ها نابود می زن روشن است که در نواحی با انرژي پتانسیل بالا گام pاز عبارت داده شده براي 
زنی، تراکم و  بنابراین الگوریتم شاخه. شوند پتانسیل پایین تکثیر می  در حالیکه در نواحی با انرژي

  . کند ها در آن ناحیه تبدیل می زن ش در چگالی گامفزونی وزن در نواحی انرژي پایین را به افزای
 iΨویژه توابع  TEدر احتمال شاخه زنی کاملا موجه است، چونTEاستفاده از جابجایی انرژي 
. گیرد ها مورد استفاده قرار می زن براي کنترل جمعیت نهایی گامTE. هامیلتونی کل را تغییر نمی دهد

ها حول مقدار متوسط مطلوب   زن شود بنابراین تعداد کلی گام گهگاه تنظیم می TEدر حین انتشار 
  .کند نوسان می

زیر بیان  اساس الگوریتم مونت کارلوي پخشی معرفی شده در بالا نسبتاً ساده است و به صورت
  :شود می

سیستم0Mاز آنسامبلی .1
0

,...,1 MRRبه طوري  دشو می ها هستند، تولید زن دربرگیرنده گام که
. که همپوشانی غیر صفر قابل توجهی بین توزیع آنها و تابع موج حالت پایه وجود داشته باشد

 .باشد ها، جمعیت تولید صفرم می است و تعداد پیکربندي 42این تولید صفرم
′=+ξزن را با توجه به رابطه  هر گام .2 RR

rr  شود که در این رابطه  پخش میξ  از توزیع
)()2(exp)/2(گاؤسی  22/3 τξπτξ −= Ng هاي  زن شود یا به عبارتی گام گیري می نمونه

یک عدد ρکنند، که در آن  هایشان حرکت می به مختصه τ∆ρزنده با اضافه شدن 
 . تصادفی است که از توزیع گاؤسی با متوسط صفر و انحراف معیار یک، گرفته شده است

 کنیم  را محاسبه می  pزن حاضر در آنسامبل، فاکتور  براي هر گام .3
)46(          ]2/)2)()((exp[ TERVRVp −′+δτ−=

rr  
زنده  زن گامباشد،  p≤1اگر  هماند، در حالیک زنده می pزن با احتمال  گامباشد ،  p>1اگر    

این مهم به . شوند هاي یکسان تولید می هاي جدیدي با مختصه زن گام  p−1مانده و با احتمال 
یک  ηحاضر، که در آن   زن از گام، η+pوسیله تولید تعدادي کپی برابر با قسمت صحیح 

  .باشد می) 0،1(عدد تصادفی در بازه 
4    .TE 0کنیم که جمعیت کلی حول مقدار مطلوب  یم میرا طوري تنظM نوسان کند.  

)47(            ,)(
0

0

M
MM

RVET δτ
−

−>′<=
r  

پس از اینکه مراحل ذکر شده در بالا به تعداد کافی تکرار شدند، یعنی سیستم به حالت تعادل  .4
حال هنگامی که تعداد . شود رسید، آنگاه تابع موج حالت پایه مستقل از آنسامبل اولیه می

باشد،  متوسط انرژي ) 0M(همان تعداد مطلوب اولیه ) M(هاي موجود در آنسامبل  سیستم
 .باشد پتانسیل تخمینی از انرژي حالت پایه می

                                                 
42Zero-th  generation 
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Initialize 

Walk 

POT 
 

Branch 

Output 

Test 

تابع موج روشی که توضیح داده شد، روش مونت کارلو پخشی نام دارد، در این روش، انرژي و 
در واقع خود الگوریتم، تابع موج . آید حالت پایه سیستم بدون داشتن تابع موج آزمایشی بدست می

زند که این مسئله  یک امتیاز بزرگ روش مونت کارلو پخشی نسبت به روش  حالت پایه را تخمین می
هاي وردشی  مونت کارلو وردشی است که به مشخص کردن تابع موج آزمایشی و سپس تغییر متغییر

 .احتیاج دارد
  :در زیر فلوچارت ساده این الگوریتم نشان داده شده است

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  
  فلوچارت مربوط به روش مونت کارلو پخشی ساده  - 3شکل 
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  روش مونت کارلو پخشی هدایت شده 6-1
همان طور که تا اینجا توضیح داده شد روش مونت کارلو پخشی  مبنی بر قیاس معادله  

زنی  نرخ شاخه. پخش، یک محدودیت مهم نیز دارد که هنوز به آن اشاره نشده است/شرودینگر
ها  زن گام تواند منجر به نوسانات بزرگ در جمعیت  ها با پتانسیل متناسب است و این مسئله می زن گام
زننده انرژي شود، به خصوص هنگامی که نوسانات پتانسیل بزرگ با  د شدن همگرایی تخمینو کن
ها را به نواحی مهم  زن بنابراین احتیاج داریم که گام. r/1نهایت هستند همانند مورد پتانسیل  بی

ي با اهمیت همانند آنچه گیر این مشکل با استفاده از نمونه. آماري از فضاي پیکربندي هدایت کنیم
گیري با اهمیت خطاهاي  در واقع نمونه. باشد کارلو وردشی استفاده شد، قابل حل می در مونت

ها  ها را دور از گره زن دهد، و همزمان گام زنی مهار نشده را کاهش می تخمینی آماري ناشی از شاخه
  .دارد می نگه 

 :دهیم   توضیح میگیري با اهمیت  بیشتر  حال در مورد این نمونه
  گیري شده به وسیله قدم هاي توزیع احتمال نمونه دهد که مشخصه این تکنیک به ما اجازه می

در یک تابع آزمایشی 29معادله ]. 52و51[بعدي را تغییر دهیم  N3تصادفی در فضاي پیکربندي 
RT)(معلوم 

r
Ψ شود، که این تابع آزمایشی باید رفتاري مشابه رفتار تابع موج حالت پایه  ضرب می

RT)(یک انتخاب مناسب . حقیقی داشته باشد

r
Ψ تواند تابع آزمایشی استفاده شده در محاسبات  می

),( را برحسب جملات توزیع احتمال جدید29توانیم معادله  حال می. مونت کارلو وردشی باشد τRf
r 

),(بازنویسی کنیم، که  τRf
r شود به صورت زیر داده می:  

)48(              )(),(),( RRRf T

rrr
ΨτΨτ =  

)معادله )  Aضمیمه ( کاري  پس از مقداري دست )−2   به صورت زیر در می آید 30

)49(      ))(.(),())((),(),( 2 RFfRfERERfDRf
TL

rvvrrrr
∇−−−∇=

∂
∂

ττ
τ

τ  

)50(      ).(),()(),(),( 2 vtRRStRDtR
ρρρ

τ
ρ

∇−−∇=
∂

∂ vrrrr
  

  که در آن 

)51(          )(
)(2

)(
)(
)(ˆ

)(
2

RV
R

R
R
RHRE

T

TR

T

T
L

r
r

r
r
rr r

+
Ψ

Ψ∇−
=

Ψ
Ψ

=  

)52(  
)(

)(2)(ln)(
2

R
RDRDRF

T

T
T r

rvrrr
Ψ

Ψ
Ψ

∇
=∇=  

. انجام داد50سوق/ زنی شاخه/و معادله پخش 49اي بین معادله شرودینگر  توان مقایسه باز هم می
زنی به وجود  البته  اصلاحاتی در جمله شاخه(جملات پخش و شاخه گزینی هنوز هم وجود دارند 

RT)(، اما معرفی تابع آزمایشی )آمده است

r
Ψ  یک جمله به معادله شرودینگر زمان موهومی اضافه

 43د، آنگاه به معادله پیوستگیاگر تنها این جمله در سمت چپ معادله وجود داشته باش. کرده است

                                                 
43Continuity equation 
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ها با سرعت  زن قدم. دهد بعدي را نشان می N3ها درون حجمی از فضاي زن رسیم که بقاي قدم می
RF)(کنند که بوسیله  حرکت می 44سوق

rr داده شده است.  
زنی توسط نوسانات انرژي موضعی  گیري با اهمیت به این خاطر مفید است که نرخ شاخه نمونه

LEاگر تابع آزمایشی به طور منطقی دقیق باشد، نوسانات انرژي موضعی . شود ، بهتر کنترل میLE 
RV)(بسیار کوچکتر از نوسانات پتانسیل 

r
  .شود خواهد بود و جمعیت آنگونه که لازم است ثابت می −

رسد به جز اینکه تابع  به نظر می 33دقیقاً همانند معادله  49  معادله انتگرالی معادل با معادله
باشد، که این هامیلتونی علاوه بر پخش و شاخه گزینی ، فرآیند  گرین شامل هامیلتونی جدیدي می

  .گیرد سوق را نیز دربر می
)53(          ∫ ′=+ ).,(),,(),( ττ∆τ∆τ RfRRGRdRf

rrrrr  
قیق یک  تقریب مشهور براي تابع گرین د. کنیم  حال باز هم از تقریب زمان کوچک استفاده می

  :آوریم با به کارگیري تقریب تروتر براي تابع گرین بدست می. باشد تابع گرین زمان کوچک می

)54(  
ˆ ˆ ˆ ˆ/ /( , , )

( )

2 2

3

H V T VG R R R e R R e e e R

O

τ τ τ ττ

τ

−∆ −∆ −∆ −∆′ ′ ′∆ = ≈

+ ∆

r r r r r r

  

  
  آیند که جملات انرژي پتانسیل و جنبشی در رابطه بالا، از هامیلتونی به صورت زیر بدست می 

)55(              
TL EREV

RFDT

−=

∇+∇−=

)(ˆ
),(.ˆ 2

r

rr
  

  توان تابع گرین زمان کوچک را به صورت زیر نوشت  بنابراین می

)56       (
);,();,(

]ˆexp[]2/)2)()(([exp);,(

τ∆τ∆

τ∆τ∆τ∆

RRGRRG

RTRERERERRG

DB

TLL

′′=

−′−+′−≈′
rrrr

rrrrrr
  

  
  باشند سوق به صورت زیرمی/جمله نرخ و قسمت پخش که در آن 

  
)57(    ],2/)2)()(([exp),,( TLLB ERERERRG −+′−=′

rrrr
τ∆τ∆  

  

)58(    ],
4

))((exp[
)4(

1),,(
2

2/3 τ
τ

τπ
δτ

∆
∆−−′

−
∆

=′
D

RFDRR
D

RRG ND

rrrrrr  

شود که انرژي جنبشی و انرژي پتانسیل  میخطا در تقریب براي تابع گرین از این حقیقت ناشی 
دیده  54جا شونده هستند و خطا همانطور که در معادله که در بالا تعریف شدند، عملگرهاي غیر جابه

  .باشد می ∆3τمرتبه  شود از می
 الدر عبارت احتم TEجایی انرژي  همانطور که پیش از این نیز اشاره شد، به کار بردن جابه

),,(زنی  شاخه τ∆RRGB

rr
هامیلتونی کامل را  iΨحالات  مجموعه ویژه TEقانع کننده است زیرا  ′

                                                 
44 Drift Velocity 
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)معادله . دهد تغییر نمی )2 ),,(حاصلضرب  −56 δτRRGD

rr
خش سوق با ثابت پ/جواب معادله پخش، ′

D  برابر با
2
),,(و ، 1 τ∆RRGB

rr
ها به  زن زنی قدم نرخ شاخه. باشد زنی، می ، جواب معادله شاخه′

  .شود تعریف شد، کنترل می 51که در معادله  LEوسیله انرژي موضعی 
حال همه اطلاعات لازم براي حل معادله شرودینگر زمان مجازي فراهم است، زیرا تابع گرین 

ها را هنگامی که قدم تصادفی مونت کارلو را در  زن زمان کوچک، توانایی محاسبه احتمال گذار قدم
کنند،  ومی انتشار پیدا میهمچنانکه در زمان موه. دهد کنند، به ما می بعدي بازي می N3فضاي فاز 

  .شود گیري می زنی نمونه  در هر نقطه قدم 51انرژي موضعی در معادله 
تواند توسط  توان گفت که در بسیاري از موارد الگوریتم مونت کارلو پخشی، می به طور خلاصه می

و این . شود، سریعتر و دقیقتر گردد یک تابع موج آزمایشی مناسب که تابع راهنما نیز نامیده می
بنابراین تابع موج . کند موضوع در مورد مسائلی که داراي پتانسیل تکینه هستند اهمیت پیدا می

. شود که هر گونه تکنیکی در پتانسیل را به طور دقیقی هموار کند آزمایشی طوري انتخاب می
  :توان به شرح زیر  نوشت کارلو کوانتومی پخشی هدایت شده می  بنابراین الگوریتم مونت

  
ایجاد ) 0M(زنها   در این مرحله آنسامبلی متشکل از تعداد مطلوب از قدم: مقدار دهی اولیه  - 1

  شود انتخاب می ∆τکنیم و طول گام زمانی  می
 شود جایی آزمایشی  به یک مکان جدید انجام می به زن یک جا براي هر قدم - 2

)59(              1 ( )
2

R R F Rτ ξ τ′ = + ∆ + ∆
r r r  

باشد که از توزیع گؤسی با واریانس واحد و متوسط صفر انتخاب  یک عدد تصادفی می ξکه   
  .شده است

شود  ، که به صورت زیر تعریف میwنسبت تست شود اگر  جایی انجام شده قبول می جابه - 3
 .یکنواخت کوچکتر باشد از یک عدد تصادفی 

)60(          
)();,(
)();,(

)();,(
)();,(

2

2

RRRG
RRRG

RRRG
RRRGw

T

T rrr
rrr

rrr
rrr

Ψτ∆
Ψτ∆

ρτ∆
ρτ∆

′
′′

≅
′

′′
=  

  .رویم زنی می اگر تست متروپولیس موفق بود آنگاه به قسمت شاخه   
 کنیم محاسبه می زن موجود در آنسامبل براي هر گام فاکتور شاخه گزینی را - 4

)61(          ]2/)2)()((exp[ TLL EREREp −+′−=
rr

τ∆  
شود، یا  نجات  زن یا کشته می همانند الگوریتم مونت کارلو پخشی ساده که قبلاً نوشته شد گام  

  .شود پیدا کرده و یا از آن چند کپی تهیه می
ها در   زن شود  این عمل براي اینکه تعداد گام در این مرحله انرژي به صورت زیر تنظیم می - 5

  شود مقدار مطلوب باقی بماند انجام می
)62(                )ln(

0M
MEE T

TT α+→  
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  .باشد می لحظههاي حاضر در این  زن تعداد گام TMکه در آن  
 .باشد کارلو می هاي مونت روي گام TEانرژي حالت پایه، متوسط مقدار  - 6

  :باشد میفلوچارت روش مونت کارلوي کوانتومی پخشی هدایت شده به صورت زیر 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
 

  شدهفلوچارت مربوط به روش مونت کارلو پخشی هدایت   - 4شکل 
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  خطاي روش مونت کارلو کوانتومی پخشی 6-2
  

همانطور که دیده شد، در فرمول بندي و ساختار روش مونت کارلو کوانتمی از هیچ تقریبی مانند 
بنابراین می توان اینگونه عنوان . صرفنظر کردن از برخی جملات از مرتبه هاي خاص استفاده نشد

براي آنکه انجام محاسبات با رایانه ممکن شود ناچار به اما . کرد که این روش در ذات دقیق است
مهمترین منابع خطا در . انجام تصحیحاتی هستیم که باعث وجود خطاهایی در محاسبات می شود

  : ازاز خطاي آشناي آماري، عبارتند  محاسبات مونت کارلو کوانتمی، جداي
 
ار بسیار کوچک که لازمه بکار بردن گام هاي زمانی محدود به جاي گام هاي زمانی بسی •

  .الگوریتم مونت کارلو پخشی است
خطاي ناشی از متوسط گیري با استفاده از تعداد محدود اطلاعات براي استخراج نتایج  •

 .محاسبات در انتهاي شبیه سازي
آل نبودن  در محاسبات، و ایده 45شوند گرد کردن خطاهاي سیستماتیک که مربوط می •

 .هاي اعداد تصادفی و از این قبیل مولد
 

هاي مونت کارلوي کوانتومی را به  در اینجا با ذکر چند نکته بخش روش محاسباتی یعنی روش
مونت کارلوي کوانتومی پخشی براي محاسبه انرژي حالت   در این پژوهش از روش. رسانیم پایان می

طور که قبلاً نیز گفته  همان. پایه اتم هیدروژن و اتم هلیوم استفاده شده است پایه و تابع موج حالت
توان سود جست و نتایج  شد از روش مونت کارلوي کوانتومی پخشی ساده در بسیاري از مسائل می

آید، البته به کارگیري روش مونت کارلو کوانتومی هدایت  قابل قبول و دقیقی هم از آن بدست می
و داراي خطاي کمتري است ولی در برخی مسائل به کاربردن مونت کارلوي کوانتومی  شده دقیق تر

  . پخشی هدایت شده بسیار دشوار است
  

اند از مونت  بنابراین براي حل بخشی از مسائلی که در این پایان نامه مورد بررسی قرار گرفته
مرزي خاص از روش مونت  کارلوي کوانتومی پخشی ساده و  براي برخی از آنها به واسطه شرایط

کارلوي کوانتومی پخشی هدایت شده استفاده شده است، که البته مونت کارلوي کوانتومی پخشی 
  .ساده نیز نتیجه بخش بود ولی براي بالاتر بودن دقت نتایج ترجیحاً از روش هدایت شده استفاده شد

  
 

                                                 
45Round off error 
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  کوانتومی انتگرال مسیر يکارلواي به روش مونتاشاره 7

روشهاي مونت کارلو را که تا به حال بررسی کرده ایم اغلب براي شبیه سازي و مطالعه حالت پایه  
روش انتگرال مسیر را می توان از آن براي بررسی حالت پایه و خواص گرمایی . 46مناسب هستند

  .[2]دستگاههاي کوانتومی استفاده کرد) حالتهاي بر انگیخته(
اب است و به مسائلی از انتگرالهاي مسیر فاینمن ، عملگر انتشارگر  این روش کمی خارج از حوصله کت

مربوط می شود که احتمالاً دانشجویان فیزیک دوره هاي تحصیلات تکمیلی با این مفاهیم آشنایی .. و 
  . دارند

این اصل بیان . فرمولبندي کنیم 47می دانیم که مکانیک کلاسیک را می توانیم با اصل حداقل کنش
کمینه  Sه یک ذره کلاسیکی براي حرکت بین دو نقطه، مسیري را طی می کند که کنشمی کند ک

  .باشد
)63(                  ∫=

tx

x
LdtS

,

0,0
  

  .لاگرانژین می باشد Lدر اینجا 
اما مکانیک کوانتومی را نیز با اصل حداقل کنش می توان فرمولبندي کردکه به آن فرمولبندي 

  .48یاانتگرال مسیر می گویند فاینمن
در مکانیک کوانتومی تابع موج ذره در معادله شرودینگر صدق می کند واگر تابع موج یک ذره را   

),0(در زمان و مکان 00 =tx می توانیم تابع موج آن را در هر  49بدانیم بااستفاده از عملگر انتشارگر
),( tx تعیین کنیم، با رابطه زیر.  

)64    (    0>t    ,  ∫= 000 )0,(),,(),( dxxtxxGtx ψψ  
),(را می توان دامنه احتمال یافتن ذره اي درGعملگر انتشارگر tx 0(که ابتدا در,( 0x  ،بوده است

  .تعبیر کرد
عملگر انتشارگر باید ابتدا ویژه توابع و ویژه مقادیر  در فرمولبندي شرودینگر براي تعیین

اما در فرمولبندي . را بدست آوریم و سپس انتشارگر را بر اساس آنها بیان کنیم)هامیلتونی(انرژي
  .انتگرال مسیر عملگر انتشارگر را مستقیم بدست می آوریم

),0(سیرهاي ممکن کهبر اساس روش انتگرال مسیر براي تعیین عملگر انتشارگر باید تمام م 0xرا به
),( txسپس انتشارگر. 50متصل می کنند در نظر بگیریم و کنش مربوط به هر کدام را محاسبه کنیم

G بصورت زیر بدست می آید:  

                                                 
 .البته با تلاش بیشتر می توان از این روشها براي بررسی چند حالت برانگیخته اول استفاده کرد) 46

47-Principle Of  Least  Action 
 .فرمولبندي رایج مکانیک کوانتومی  فرمولبندي شرودینگر است که بر اساس مکانیک هامیلتونی می باشد -48

49- h
iHt

eG
−

=  
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)65(              ∑=
Paths

iS )(expA   t) x0,G(x,
h

  
چون باید تمام مسیر هارا در نظر بگیریم جمع بندي بر روي تمام . بهنجارش استضریب Aکه

),0(مسیرهاي بین 0xو),( tx می باشد.  
هر دو یک معادله  ψو Gهمچنین.صدق می کند) 66-3(در معادله Gهمانطور که گفتیم
را می توان بر حسب ویژه  ψحال با توجه به اینکه.را اقناع می کنند xو  0xدیفرانسیل مشابه از 

)یعنی  opHتوابع  )xnφ  ها بسط دادG را بشکل زیر می نویسیم.  
)66(          )(xp)()(),,( 00 h

tiE
exxtxxG n

n
nn −= ∑ φφ  

با تغییر متغیر 
h
it

=τ  1و انتخاب=h  بشکل زیر نوشته می شود) 68- 3(معادله:  
)67(          ∑ −=

n
nnn ExxxxG )exp()()(),0,( 0 τφφτ  

  .ابتدا حالت پایه را بررسی می کنیم
  :داریم τ→∞در حد  
)68(      )( ∞→τ      )exp()(),,( 0

2
000 ExxxG τφτ −→  

بر این تاکید می کند که حالت حدي جمله قابل توجه مربوط به تابع موج حالت پایه  68رابطه 
  .است و از باقی جملات می توان صرفنظر کرد

را داشته باشیم و از  Gرگردیده میشود براي بررسی حالت پایه باید انتشا  68همانطور که از رابطه 
ذره را  62نیز باید لاگرانژین Sبراي محاسبه .داریم Sمی بینیم که نیاز به محاسبه کنش  65رابطه 
  . بدانیم

  :جرم واحد است، بصورت زیر نوشته می شودکه برابر، لاگرانژین یک ذره به τبا توجه به متغیر
)69(              ExV

d
dxL −=−−= )()(

2
1 2

τ
  

  :خواهیم داشت ∆τقسمت مساوي Nبه  τبا تقسیم کردن بازه زمانی

)70(          )(
)(

)(
2
1),( 2

2
1

j
jj

jj xV
xx

xE +
∆

−
= +

τ
τ  

ττکه درآن ∆= jj  وjx جابجایی متناسب با آن می باشد.  

                                                                                                                                              
را می توان در اکثر کتابهاي مکانیک  (Feynman Path Integral)مبحث انتگرال مسیر فاینمن  -50

 .Principle Of Quantum Mechanics,sec. ed.,Rاز جمله کتاب . کوانتوم یافت
Shankar  .    فاینمن این موضوع را در مقاله اي تحت عنوانSpace-Ttime Approach to 

Non-Relativistic Quantum Mechanics, Rev. Of Modern Phys., 20, 2, 
 Quantum Mechanics andهمچنین این موضوع در کتاب. ح کردبراي اولین بار مطر 1948

Integrals, by R. P. Feynman and A.. R. Hibbs, McGraw-Hill (1965)  به
  .اجمال مورد بررسی قرار گرفته است
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به یک جمع بندي تبدیل  )63( گسسته سازي زمان به نحوي که گفته شد، انتگرال گیري معادله با
و با کمک تقریب مستطیلی انتگرال، کنش  بشکل ) 70(در اینحالت بااستفاده از معادله. می شود

  :زیرتعیین می گردد

)71(      ∑ ∑
−

=

−

=

+












+

∆

−
∆−=∆−=

1

0

1

0
2

2
1 )(

)(
)(

2
1),(

N

j

N

j
j

jj
jj xV

xx
ixEiS

τ
τττ  

  : و با توجه به رابطه بالا خواهیم داشت

)72(        )])(
)(

)(
2
1[exp()exp(

1

0
2

2
1

j

N

j

jj xV
xx

iS +∑
∆

−
∆=

−

=

+

τ
τ  

  .می باشد 
و با استفاده از نتیجه فوق بصورت زیر تعیین می ) 72(را از روي معادله Gاکنون عملگر انتشارگر

  :کنیم

)73            (  ∫ +∑
∆

−
∆=∆

−

=

+
− )])(

)(
)(

2
1[exp(...),,(

1

0
2

2
1

110 j

N

j

jj
N xV

xx
dxdxANxxG

τ
ττ  

Nxx،)73(در رابطه  همانطور که دیده می شودجمع بندي . ثابتی بی اهمیت است Aمی باشد و  ≡
در بازه  xو  0xبه انتگرال گیري چند بعدي تبدیل شده است زیرا که هر مسیر بین ) 65(معادله 
]زمانی  ]00 t−  با تعداد زیادي عدد)}(),...,(),...,({ 0 txtxtx که در واقع مقدار ،)(tx  در هر لحظه

می باشند، تعیین می گردد؛ پس براي آنکه جمع بندي روي تمام مسیرها انجام شود باید بر روي 
)(تمام این متغییر ها بجز  0tx و)( Ntxبنابراین انتگرال چند بعدي بر روي تمام . انتگرال گیري کنیم

  . مسیرها می باشد
0xxNبااستفاده از شرط تناوبی مرزي،  Nتا 1را از jمی توانیم جمعبندي ) 73(، در معادله =

  .انجام دهیم

)74(      
( )

[ ( )]
( )( , , ) ...

N j j
j

j

x x
V x

NG x x N A dx dx e
τ

ττ

−

=

−
−∆ +∑

∆
−∆ = ∫

2
1

21

1
2

1 10 0  
  

ذره  Nتحلیل فوق در واقع تبدیل مساله مکانیک کوانتومی تک ذره به یک مسأله مکانیک آماري 
)(2است، که در آن ذرات بر روي یک حلقه قرار دارند و بوسیله فنرهایی با ثابت 

1
τ∆

به نزدیکترین  
ام از محل تعادلش jجابجایی ذره  jxمعرف مکان ذره بر روي حلقه و j.همسایه هاي خود متصلند

  .می باشد
  .براي بررسی اینگونه مسائل مکانیک آماري از روش متروپلیس استفاده می کنیم

فقط نتیجه تحلیل  DQMCذکر این نکته لازم است که این ذرات واقعی نیستند و مانند ولگردها در 
 .ماهستند

  .نمونه اي از یک الگوریتم انتگرال مسیر می تواند بشکل زیر باشد
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  PIQMCالگوریتم 
1 - Nوτ∆  1را طوري انتخاب می کنیم که>>∆τN حد دماي صفر. (باشد( 
δ حداکثر تغییر آزمایشی در جابجایی یک ذره و ،mcs تعداد گام مونت کارلو بازاء هر ذره را ،

  .انتخاب می کنیم
 .را مشابه توزیع تقریبی دامنه احتمال حالت پایه، انتخاب می کنیم jxتوزیع اولیه جابحایی هاي - 2
براي آن  xtrial→xj+2 ζ-1انتخاب و یک جابجایی آزمایشی بصورتام را بطور تصادفی jذره - 3

  .)است [0,1]عدد تصادفی با توزیع یکنواخت در بازه  ζ. (انجام می دهیم
  .را محاسبه می کنیم ∆Eسپس تغییر انرژي 

)75(        
)()(

2
1)(

2
1

)()(
2
1)(

2
1

2121

2121

j
jjjj

trial
jtrialtrialj

xV
xxxx

xV
xxxx

E

−
∆

−
−

∆

−
−

+
∆

−
+

∆

−
=∆

−+

−+

ττ

ττ  

)exp(در غیر اینصورت احتمال. جابجایی را قبول می نماییم E∆>0اگر  Ep ∆∆−= τ  را حساب
، جابجایی قبول خواهد p≤ξمقایسه می کنیم؛ اگر که [0,1] در بازه ζ کرده و با یک عدد تصادفی

  .در غیر اینصورت این حرکت آزمایشی را کنار می گذاریم. شد
)(المان - 4 jxp یعنی. آرایه چگالی احتمال را به روز می کنیم: 
1)()( +=→= jj xxPxxP 
)jx جابجایی ذره انتخاب شده در مرحله سه بعد از اتمام آن مرحله است (.  

را به  xمقادیر ممکن . به روز کردن را حتی وقتی حرکت آزمایشی مردود می شود انجام می دهیم
  .تقسیم بندي می نماییم ∆xدسته هاي با پهناي یکسان

اطلاعات . (مراحل سه و چهار را به تعداد کافی از گامهاي مونت کارلو بازاء هر ذره، تکرار می کنیم - 5
  .)استخراج نباید کردرا تا وقتی که حافظه مسیر اولیه پاك نشده و دستگاه به تعادل نرسیده 

پس از به تعادل . بهنجار کنید Nو   mcsرا با تقسیم کردن برحاصلضرب  xP)(چگالی احتمال
  :رسیدن دستگاه انرژي حالت پایه با رابطه زیر تعیین می شود

)76 (              ∑ +=
x

xVxTxPE )]()()[(0  
  :xT)(که در آنانرژي جنبشی 

)77(                  
dx
dVxxT =)(2  

  .می باشد
xxP، نیز از تقسیم کردن احتمال بهنجار شده xφ)(تابع موج حالت پایه، و محاسبه  ∆xبر )(∆
)()(بعبارت دیگر(جذرش بدست می آید xPx =φ.(  

)11(همانگونه که ذکر شد براي محاسبه حالت پایه، متناسب با حد دماي صفر   >>=
T

βباید ،
τ∆N اما.خیلی بزرگ باشدτ∆  نیز باید تا حد ممکن کوچک باشد تا تقریب زمان پیوسته برقرار

  .را خیلی بزرگ انتخاب می کنیم Nبنابراین در این حالت . بماند
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با استفاده از روش مونت کارلو کوانتومی انتگرال مسیر می توانیم خصوصیات ترمودینامیکی ذره 
متصل به حمام گرمایی با دماي 

β
1

=T  را، بادر نظر نگرفتن حد∞→∆= τβ N )محدود کردن
τ∆N(در شکل بعد می توان فلوچارت .51پیدا کنیمPIQMCکتاب مر بوط به مرجع . را مشاهده کرد

  . مثالهایی مفید از این روش ارائه داده است [2]

 
 الگوریتم روش انتگرال مسیر - 5شکل 

                                                 
 .برانگیخته ذره استاین کار در واقع بررسی حالت  -51

  ورودي
  ، تعداد گامهاي مونت کارلو  δزمانی، حداکثر جابجاییتعداد ولگردها، گام 

  توزیع
 توزیع اولیه ولگردها مشابه توزیع تقریبی دامنه احتمالحالت پایه

  حرکت
δξام رابطور تصادفی انتخاب و بصورتjولگرد )12( −+→ jtrial xx جابجامی کنیم).ξ  یک

  .)است عدد تصادفی
 

  ∆Eمحاسبه تغییر انرژي 
0<∆Eجابجایی قابل قبول است.  

)(در غیر اینصورت با احتمال Eep ∆∆−= τ جابجایی قبول است. 

)(به روز کردن المان jxp آرایه جگالی احتمال

1)()( +=→= jj xxPxxP 

 شرط تکرار بررسی

  خروجی
  محاسبه انرژي حالت پایه 

∑ +=
x

xVxTxPE )]()()[(0
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  QMCبررسی خطاي محاسبات  8

هاي مونت کارلو و تحلیل اطلاعات به دست آمده از سازيبررسی کارایی شبیه
ي هاي آماري محاسبهدر این بخش به بررسی تکنیک. بسیار مهم است QMCمحاسبات 

هاي مونت کارلو یکسان ها در تمام روشاین تکنیک. پردازیمپذیرها میمیزان خطاي مشاهده
  :آیدمقدار چشم داشتی هر مشاهده پذیر به صورت زیر به دست می. است

)78(                
1

1 N

i
i

X x
N =

< >= ∑  
  

  :دو عامل بسیار مهم است QMCهاي سازيدر تحلیل اطلاعات به دست آمده از شبیه
  پذیرمشاهدهزمان تعادل  -1
  آمده هاي به دستدر نمونه 52همبستگی -2
-هایی صورت میبه تعادل روي نمونه ، پس از رسیدن نتایج محاسبات11-2در واقع جمع

، به انحراف میانگین QMCمیزان خطاي محاسبات . گیرد که مستقل از یکدیگر باشند
، بستگی دارد و برابر σها، نمونه

1N N
σ σ

≈
−

 σبا استفاده از قضیه حد مرکزي،. باشدمی 
)گیري از تابع در انتگرال )f x 15[آیدبه صورت زیر به دست می:[  

)79(              ( ) 2

1

1
1

N

i
i

f x f
N

σ
=

=  −  − ∑  

  که
)80(                ( )

1

1 N

i
i

f f x
N =

= ∑  
بندي ي انحراف میانگین که بر پایه قسمتتوان رهیافت دیگري در محاسبهمی

)هاي ها در بلوکهدر این روش نخست نمونه. هاست به کار بردنمونه - تایی قسمت...,1,2,4(
ها به ي واریانس روي میانگین بلوکهها با محاسبهانحراف میانگین از نمونه. کنیمبندي می
  :توان انحراف میانگین را به کمک رابطه زیر محاسبه کردبراي هر بلوکه می. آیددست می

)81(            ( )2 2

1

1
1

bM

b j b
b j

x x
M

σ
=

= < > − < >
− ∑  

  
>bx. ام استjهاي بلوکه میانگین نمونه jxکه   bMهاست ومیانگین روي تمام بلوکه <

  .هاستشمار بلوکه
  

                                                 
52Correlation 
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  خطاهاي دستگاهی  8-1
  

ها این تکنیک. بررسی شد QMCهاي در بخش پیش روش آماري براي تحلیل نمونه
برخی از این . دهد را ندارندسازي رخ میتوانایی تشخیص خطاهاي دستگاهی که در شبیه

  :خطاها عبارتند از
  

( ي کوتاه بودن زمان شبیه سازي گیري؛ در نتیجهنمونهجستجوي ناکافی در فضاي * 
و گزینش نادرست گام زمانی مونت کارلو که درصد پذیرش ) هاگیريشمار اندك نمونه

درصد پذیرش (کند جابجایی مونت کارلو را در الگوریتم متروپولیس محدود می
تقریباً نیمی از  VMCشود که در محاسبات اي گزیده میها معمولاً به گونهجابجایی
  .  دهد، رخ می)ها پذیرفته شودجابجایی

  
) هنگامی که دستگاه به تعادل نرسیده باشد(هاي غیرتعادلی گیري روي نمونهمیانگین* 

بنابراین پس از رسیدن دستگاه به تعادل باید جمع . دهدنتایج نامعقولی را به دست می
 .  پذیرها به کار گیریمداشتی مشاهدهي مقادیر چشمرا در محاسبه 78

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه 39
 

  کارلوي کوانتومیتوابع موج مونت 9

  

  مقدمه 1- 9

هاي محاسبات مونت کارلوي ترین بخشگزینش تابع موج آزمایشی یکی از مهم
به گزینش یک تابع موج  VMCآوردن نتایج دقیق در روش به دست. کوانتومی است

شکل تابع موج و شمار پارامترهاي آن بسته به دستگاه مورد . آزمایشی خوب بستگی دارد
هاي توابع موج مونت کارلوي کوانتومی در در این فصل ویژگی].  17[بررسی متفاوت است

  . کنیمهاي اتمی را بررسی میدستگاه

  تقارن 2- 9
. بندي کردها تقسیمها و بوزونبخش فرمیون توان به دوتمام ذرات بنیادي را می

ذراتی با اسپین درست هستند، در حالیکه ) هاي دوتریمها و اتممانند فوتون(ها بوزون
ها مکانیک کوانتومی بوزون. درست دارنداسپین نیم) هاها و پروتونمانند الکترون(ها فرمیون
موج کل یک دستگاه بوزونی باید متقارن تابع . ها کاملاً با یکدیگر متفاوت استو فرمیون

  :ي یکسان شکل تابع موج را تغییر نمی دهدهاي هر دو ذرهباشد، از این رو جابجایی مکان
)82(      ( ) ( ), , , , , , , ,boson i j boson j ix x x xΨ = ΨL L L L L L  

ها از طرف دیگر تابع موج کل یک دستگاه فرمیونی پادمتقارن است و تعویض همزمان مکان
  : ي یکسان علامت تابع موج را تغییر می دهد هاي هر دو ذرهو اسپین

)83(    ( ) ( ), , , , , , , ,fermion i j fermion j ix x x xΨ = −ΨL L L L L L  
توانند در یک هاي یکسان نمیدو الکترون در یک دستگاه با ویژگی( اصل رانش پائولی 

یک نتیجه مستقیم از پادمتقارن بودن تابع موج ) لحظه مکان یکسانی را اشغال کنند
  . هاي فرمیونی استدستگاه

  تابع موج آزمایشی در محاسبات مونت کارلوي کوانتومی وردشی  3- 9
هاي اتمی، که بخش ي دستگاهنامه به بررسی حالت پایهاز آنجا که در این پایان
هر تابع موج . پردازیم تابع موج آزمایشی باید پادمتقارن باشدالکترونی آن فرمیونی است می

ا نزدیکتواند به عنوان تابع موج آزمپادمتقارن می ترین تابع موج به حالت ایشی به کار رود ام
و حل دقیقی براي حالت  VMCتواند همگرایی تندتر در روش ي دستگاه است که میپایه
-بنابراین گزینش شکل تابع موج آزمایشی از مهمترین بخش. دهدي دستگاه به دست پایه

توان به عنوان یک تابع موج کلی تابع موج زیر را می. آیدبه شمار می VMCهاي روش 
  ]:16[کند در نظر گرفترا برآورده می VMCخوب که اهداف روش 
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)84(          ( ) ( ) ( )1 1, , , ,
up d

J
N NR D r r D r r e↑ ↓Ψ =

r r r r r… …  
D↑ايذرههاي تکشامل اوربیتال(اسلیتر بالا  ، دترمینانupN و)) ↑(الکترون با اسپین بالا
D↓ايذرههاي تکشامل اوربیتال(اسلیتر پایین  ،دترمینانdN الکترون با اسپین پایین)↓ ((
).باشدمی )1, , Nr rr r… دهندرا از هسته نشان می الکتروني هر هاي اسلیتر فاصلهدر دترمینان .

  :گیرندهاي اسلیتر به صورت زیر قرار میاي در دترمینانذرههاي تکاوربیتال

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1
1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

1 21 2

,

Nup
Nd

Nup Nd

Nd Nd Nd NdNup Nup Nup Nup

r r r r r r
D r r r D r r r

r r rr r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

↑ ↓= =
M M M M

r r r r r rL L
r r r r r rL L

r r rr r r LL

)85(    
ا اگرچه استفاده از دترمینان هاي مخالف اسپینهاي با براي الکترون) ↓Dو  ↑D(هاي مجزّ

دهد اما پادمتقارن بودن تابع موج آزمایشی نسبت به تعویض مکان دو الکترون را نتیجه نمی
  ]. 18[دهدداشتی درستی نسبت به اثر عملگرهاي نابسته از اسپین میمقادیر چشم

، در بیشتر موارد  Jeتابع جسترو،.  شودنامیده می 53عامل جسترو J،84يدر رابطه
توابع جسترو را در بخش پسین مورد بررسی . هاستها و اتمي الکترونتابعی از مکان همه

، LDA55مانند  54هاي خودسازگاربخش دترمینانی تابع موج معمولاً از روش. دهیمقرار می
DFT56  یاHF57 ]19در این پژوهش در محاسبات انجام شده . آیدبه دست می] 20و
شوند، در هاي متفاوت بسط داده میي پایه، که در مجموعهiϕاي،ذرههاي تکاوربیتال
هاي اسلیتر بالا و پایین استفاده شده است، در بخشها بعدي به بررسی این مجموعه دترمینان

  .پردازیمها میپایه
هاي چندگانه در تابع موج شامل ز دترمینانهایی با گاف انرژي کوچک ابراي دستگاه

  :شودبه صورت زیر استفاده می naضرایب
)86(          ( ) ( ) ( )1 1,..., ,..., J

n n N n N
n

R a D r r D r r eψ ↑ ↓= ∑
r r r r r  

  .ي خودش را داردهاي ویژه، اوربیتالnDدر واقع هر. ها ثابت هستندnaکه 
هایی که گاف شوند و دستگاهنامه بررسی می هاي اتمی که در این پایاندر دستگاهاما 

ي انرژي هاي چندگانه بهبود قابل توجهی در محاسبهانرژي بزرگی دارند استفاده از دترمینان
توان با دقت بسیار خوبی می QMCدر بیشتر کاربردهاي . ]16[کندحالت پایه ایجاد نمی
  .دترمینان با اسپین بالا و پایین استفاده کردتنها از یک مجموعه 

                                                 
53Jastrow factor 
54Self-Consistant 
55Linier Density approximation 
56Density Functional Theory 
57Hartree Fock 
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  هامجموعه پایه  4- 9
که  58هاییپایه توانند در مجموعههاي اسلیتر می، در دترمینانiϕهايدرواقع اوربیتال

بهینه باشد بسط داده شوند، از این رو گزینش نوع پایه در بسط   QMC براي محاسبات
در این بخش به بررسی . بسته به دستگاه کوانتومی مورد بررسی بسیار مهم است هااوربیتال
  .پردازیمها میانواع پایه

  

  هاي نوع نماییاوربیتال  4-1- 9
براي نخستین بار استفاده از توابع ریاضی به شکل اوربیتال اتم هیدروژن در 

ارائه ] 22[60و زنر] 21[59محاسبات اتمی پیشنهاد شد از آنجا که این پیشنهاد توسط اسلیتر
  :شونداند که به صورت زیر تعریف میمشهور شده) اسلیتر( گونه توابع به توابع شد، این

)87(                ( ) ( )1 Z s n rnr r eϕ − − ∗ ∗−  =
r  

nکه  توجه داریم این پارامترها . عدد اتمی است Zثابت پوششی و  sعدد کوانتومی مؤثر،  ∗
شوند و مقادیر آنها پیش از آغاز محاسبات جهت یافتن انرژي به صورت وردشی مشخص نمی

  :شکل زیر را معرفی کردند] 23[ 62و باگوس 61پس از آن روتن. گرددمشخص می
)88(                ( ) ( )1

, ,n r
l mr r e Yζϕ θ ϕ− −=

r  
). به ترتیب اعداد کوانتومی اصلی و مغناطیسی هستند mو  n ،lکه  ), ,l mY θ ϕ هماهنگ -

، پارامتر وردش است که باید در 88يدر رابطه ζ. بستگی دارند mو  lاند که به هاي کروي
هاي نوع ، اوربیتال88يبه طور کلی توابعی به شکل رابطه. فرآیند محاسبات بهینه گردد

  . است rها بستگی نمایی بهشوند که ویژگی مهم آننامیده می) STO(اسلیتر 
دهند و به خاطر ور از هسته از خود نشان میرفتار خوبی در نواحی نزدیک و د STOتوابع 

اي را برآورده میهسته 63هسته شرایط کاسپ_ي الکترونشان نسبت به فاصلهرفتار نمایی
هاي از این رو مجموعه پایه). شود، به بررسی شرایط کاسپ پرداخته می6-9در بخش(کند 

STO نواحی نزدیک به هسته ارائه اي توصیف درستی براي بدون افزایش اعداد اتمی زاویه
هاي زیاد درست شبیه به اوربیتال هاي اتمی در نواحی دور دهند، از طرف دیگر در فاصلهمی

  . یابنداز هسته کاهش می

                                                 
58Basis set 
59Slater 
60Zener 
61Roothan 
62Bagus 
63Cusp Condition 
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براي یافتن انرژي  Neتا  Heهاي براي اتم STOهاي توابع نخست مجموعه پایه
- بهینه] 25[ 65پس از آن کلمنتی و روتی]. 24[اندبهینه شده 64، توسط کلمنتیپایهحالت 

اي عناصر انجام در جدول دوره Reتا اتم  66و مکلین Xeرا تا اتم  STOسازي توابع 
را تنها با یک نما براي هر زیر پوسته به صورت زیر بسط  STOهاي توان پایهمی.دادند
  ]:27و26[داد

)89(        ( )
1 2

1 21 1

1 1

s s
s s

k k
r rs i s j

s i j
i j

R r e a r e b rζ ζ− −− −

= =

= + +∑ ∑ L  

)90(        ( )
2

2 1

1

p
p

k
r p i

p i
i

R r re a rζ− −

=

= +∑ L  

( )sR r  و( )pR r ها به صورت بسط پایه. دهد، را نشان می88يقسمت شعاعی در رابطه
از . یابدشود با کاهش پارامترهاي وردش سرعت محاسبات افزایش باعث می 90و 89روابط
در دستگاه هاي اتمی و )) SESF(67توابع اسلیتر با نماي یکتا(ها رو استفاده از این پایهاین

  .مولکولی سودمند است
  
  

}، اعداد]27و26[سازي اتم کربندر بهینه SESFهاي پایه )1جدول }2 pk  و
{ }1 2,s sk k دهدنشان می 90و 89هاي بالا را در جمع روابطکران.  

 
  

با نماهاي  STOهاي ي اوربیتالی یک ترکیب خطی از پایهدر واقع هر پایه در هر زیر پوسته
1یکسان  2 2, , ,s s pζ ζ ζ - برخی نتایج به 1جدول. باشدیکسان می lو  mو اعداد کوانتومی  …

  .دهدرا براي اتم کربن نشان می SESFهاي کارگیریپایه

                                                 
64Clementi 
65Rotti 
66Mclean 
67Single Exponent Slater Function  
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هاي مولکولی کاربرد هاي نوع نمایی که در دستگاه، از انواع دیگر پایهSTOبه جز 
پیشنهاد ) BTO(هاي نوع بسلبه اوربیتال موسوم] 28[69و استینبورن 68دارد توسط فیلتر

 :شوند شد و به صورت زیر تعریف می
)91(            ( ) ( ) ( )1 2 ,

ˆ ,l
n l mr K r r Yϕ ζ θ ϕ−=

r  
  که در آن

)92(          ( ) ( ) ( )
( )

11

1 2
0

1 !ˆ
2 1 ! !2

n in
r

n i
i

n i r
K r e

n i i
ζ ζπ

ζ
− −−

−
−

=

− +
=

− −∑  

)توابع بسل  )1 2
ˆ

nK rζ− هاي دهد که پایهنشان می 91يمعادله. اي دارندي سادهتبدیل فوریه
BTO هاي یک ترکیب خطی از پایهSTO  هستند اما رفتار بهتري نسبت بهSTO  در
  . دهندهاي نزدیک و بسیار دور از هسته از خود نشان میفاصله

  

  هاي نوع گوسیاوربیتال  4-2- 9
در ساختارهاي الکترونیکی مولکولی STO از آنجا توابع نمایی و به ویژه توابع 

-نامیده می) GTO(70هاي نوع گوسیبه طور کلی اوربیتال مناسب نبودند توابع گوسی که
  . در محاسبات مولکولی شدند STOهاي شوند جایگزین پایه

به شکل زیر ] 29[ 72و مکوینی 71کروي توسط بویز GTOبراي نخستین بار توابع 
  :پیشنهاد شد

)93(                ( ) ( )21
, ,n r

l mr r e Yαϕ θ ϕ− −=
r  

α  نماي تابعGTO است .l  وm باشند به ترتیب اعداد کوانتومی مداري و مغناطیسی می
  :به صورت زیر تعریف می شود nو مقادیر 

)94(                1, 3, 5,n l l l= + + + …  
1nمعمولاً تنها  l= توان در ها میبراي سادگی در حل انتگرال. شوددر روابط استفاده می +

 :استفاده کرد که البته دیگر تقارن کروي ندارند 73دکارتی GTOمحاسبات مولکولی از توابع 
)95(                ( ) 2i j k rr x y z e αϕ −=

r  
1nبا گزینش . اعداد درست مثبت هستند kو  i ،jکه  l= تنها شامل  GTO، توابع +

براي  p ،3dهايبراي اوربیتال s ،2pهاي اتمی نوع براي بیان اوربیتال 1sاوربیتال 
1nثابت کرد هنگامی که  74با این وجود هوزیناگا. باشدمی... و  dهاي نوع اوربیتال l= + ،

                                                 
68Filter 
69Steinborn  
70Gaussian Type Orbitals  
71Boys 
72McWeeny 
73Cartesian GTO 
74Huzinaga 
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 rنسبت به  GTOمشتق یکم توابع . در محاسبات افزایش یابد nلازم نیست که مقدار 
در  STOشود، در حالیکه توابع کند بسیار بزرگ میبه سوي صفر میل می rوقتی که 

0r 0rرفتار بدي در  GTOاز این رو توابع . گونه نیستنداین → . دهنداز خود نشان می →
rدر  → -وجود این. یابندبسیار تندتر کاهش می STOدر مقایسه با توابع  GTOتوابع  ∞

شود تا براي به دست آوردن انرژي دقیق نماهاي غیر باعث می GTOگونه رفتارها در توابع 
0rفیزیکی بزرگ لازم باشد تا در را باید  lهمچنین اعداد کوانتومی . رفتار بهبود یابد →

کاربرد  GTOجداي از این رفتارها توابع . هاي اتمی گزیددر اوربیتال lي بزرگتر از اندازه
  .زیادي در فیزیک محاسباتی دارند

  

  تابع جسترو 5- 9
کنش الکترونی را در محاسبات ترین روشی است که برهموجود تابع جسترو ابتدایی

QMC فوك که سهم تبادل الکترونی را -شاید با توجه به معادلات هارتري. گیرددر نظر می
کنند، وجود تابع جسترو در محاسبات بایسته به نظر نرسد، اما معمولاً یک به خوبی بیان می
. هاي دقیق کافی نیستك نیز به تنهایی براي به دست آوردن جوابفو-تابع موج هارتري

همچنین شکل . کنش الکترونی را به درستی توصیف کندیک تابع جسترو خوب باید برهم
بنابراین تابع . سازي کند نکنداي باشد که سرعت محاسبات را در فرایند بهینهآن به گونه

- اي ایفا میذرههاي بسرونی در دستگاهکنش الکتجسترو نقشی کلیدي در اثرات برهم
  ]. 30[کند

هاي ي کارایی شکلمطالعه .شوددر این بخش سه شکل عامل جسترو معرفی می
ي محاسباتی این امر ، دشوار هزینه) دلیل(هاي گوناگون به شوندمتفاوت جسترو در دستگاه

هاي متفاوتی را براي اتمتوابع جسترو  118، ]31[76و کولدول 75الکساندر. آیدبه نظر می
هاي مولکولی و پیوسته ها یا دستگاهاند، اما براي دیگر اتمهلیم، لیتم و برلیم بررسی کرده

توان به کارایی هر شکل از تابع جسترو با بررسی دقت اگرچه می. بررسی انجام نگرفته است
مترها در تابع جسترو افزایش پارا. آید پی بردانرژي که براي دستگاه مورد نظر به دست می

از طرفی با افزایش پارامترها زمان محاسبات نیز . دهدمعمولاً دقت محاسبات را افزایش می
بسته به دستگاه مورد بررسی و دقت مورد  VMCیابد، از این رو در محاسبات افزایش می
  . توان تابع جسترو را گزیدانتظار می

                                                 
75Alexander 
76Coldwell 



 سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه 45
 

  ايتابع جسترو دو ذره 5-1- 9
ابع جسترو تنها به فاصله نسبی دو الکترون بستگی دارد و نابسته از نخستین شکل ت

اي موسوم است و توسط رو به تابع جسترو دو ذرهاز این. ها از هسته استموقعیت الکترون
  :به صورت زیر مطرح شد QMCدر محاسبات ] 32[77پاده-جسترو
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)که  )iju r  ،تنها به فاصله نسبی دو الکترونij i jr r r= −
r r بستگی دارد و به صورت زیر ،

  :مشخص می شود
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) شودبررسی می 2-6-9که در بخش(الکترون -به کمک شرایط کاسپ الکترون aپارامتر
1هاي با اسپین همسو تعیین می شود و براي الکترون

4
1هاي ناهمسو و براي اسپین 

2
. است 

  .به عنوان تنها پارامتري است که باید در تابع جسترو وردش یابد bاز این رو پارامتر

  ماسکویتز - اسمیت تابع جسترو   5-2- 9
پیشنهاد  78یک شکل پرکاربرد دیگر براي تابع جسترو توسطاسمیت و ماسکویتز

که افزون بر فاصله نسبی دو الکترون به فاصله هر الکترون از هسته نیز بستگی ] 33[شد
  :شکل این تابع به صورت زیر است. دارد
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در . دهدها را نشان میها و شمار هستهبه ترتیب شمار الکترون eleNو  nucN،98يدر رابطه 
iفاصله الکترون  iarفاصله نسبی دو الکترون و  ijrها پارامترهاي وردش، kaC، )99(ي رابطه

 aijUشمار جملاتی است که بسته به دقت مورد نظر در بسط aN. ام استaي ام از هسته
}.روداطراف هسته به کار می }, ,m n o تایی هستند که مقادیر زیر را مجموعه اعداد درست سه
  :می توانند داشته باشند

                                                 
77Pade - Jastrow 
78Schemidt and Moskowitz 
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)100(          { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
1,0,0 , 0,0,1 , 0,0,2 , 0,0,3 , 0,0,4 ,

2,0,0 , 3,0,0 , 4,0,0 , 2, 2,0 , 2,0,2
  

  
هاي ممکن، این تابع معمولاً شامل تاییروي سه 99يبا در نظر گرفتن بسط رابطه

تاییاگر از سه. بنابراین شمار پارامترهاي زیادي براي وردش داردشود، چندین جمله می
{ ي جسترو دو استفاده شود، شکل این تابع جسترو به شکل ساده 99يدر رابطه 0,0,1{
دو ها با توجه به شرایط کاسپ مربوط به جسترو kaCاي تبدیل می شود و در این حالت ذره
- این تابع جسترو همبستگی الکترونی را نسبت به تابع جسترو ساده. گردنداي تعیین میذره

ي ، تنها در جمله96در تابع جسترو . کندبسیار بهتر توصیف می) 96يرابطه(اي ي دو ذره
}تاییمربوط به سه اقی جملات شود و در بالکترون اعمال می- شرایط کاسپ الکترون 0,0,1{

  .نیازي به اعمال این شرایط نیست
  تابع جسترو میتاس 5-3- 9

و همکارانش شکل مناسب دیگري براي تابع جسترو پیشنهاد کردند و آن  79میتاس
] 37[و سیلیکون] 36و35[، کربن مولکولی]34[هاي اتمیسازي تابع موج دستگاهرا در بهینه

  :به کار بردند که به صورت زیر است
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N ها، شمار الکترونiIr ي میان فاصلهi امین الکترون تاI امین هسته وijr ي میان دو فاصله
  . ام استjام و iالکترون 

)، 101يدر رابطه ) ( )0 0 1a r b r=  -این تابع جسترو شرایط کاسپ الکترون. =
اگرچه کاربرد این تابع در برخی . هسته ندارد -کند و کاسپ الکترونالکترون را برآورده می

)محاسبات موفقیت آمیز بوده است اما از آنجا که تابع همبستگی  ), ,iI jI iju r r r  بلند برد است
ها است، در نتیجه با افزایش اندازه دستگاه زمان ها و یونو شامل جمع روي تمام الکترون

  . یابدزایش میمحاسبات نیز اف

                                                 
79Mitas 
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  شرایط کاسپ 6- 9
براي اینکه تابع موجی با واریانس بسیار کم از انرژي موضعی به دست آوریم باید 

-معادله. را برآورده کنند 80توابع موج آزمایشی یک مجموعه شرایط موسوم به شرایط کاسپ
اي را به صورت زیر در نظر ذره Nي شرودینگر نابسته به زمان براي یک دستگاه کولمبی

  ):h=1(گیریممی
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i
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q q
E

m r= <

 
− ∇ + Ψ = Ψ 

  
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به ترتیب بارهاي  jqو  iq. ام استjام و iي میان ذرات فاصله ijrام و iي جرم ذره imکه 
0ijr(اگر دو ذره به سوي یکدیگر میل کنند. باشدام میjام و iذرات  ، بخش مربوط به )→

نهایت ، بیEاز این رو براي اینکه انرژي کل. شودواگرا می) 103(ي انرژي پتانسیل در معادله
  .نشود همگرایی در انرژي جنبشی باید دقیقاً همگرایی انرژي پتانسیل را خنثی کند

بار این  براي نخستین] 38[81کاتو. سازدبرآورده شدن شرایط کاسپ این امر را محقق می
  :هاي کولمبی به صورت زیر به دست آوردشرایط را براي دستگاه
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→ →

=

∂Ψ
= Ψ

∂ +
  

0ijrنهایت کوچک حول ي بیروي کره Ψ، میانگین توابع موجΨکه = ،
( )ij i j i jm m m mµ = از تقارن تابع موج  lام است و jام و iي ي دو ذره، جرم کاهش یافته+

هاي براي فرمیون l).تابع موج براي یک دستگاه فرمیونی پاد متقارن است( ناشی می شود
  ]. 39[است 0ها و براي دیگر فرمیون 1یکسان 

  

  الکترون –شرایط کاسپ الکترون  6-1- 9
هایی که اسپین و مکان یکسان دارند یک و براي براي فرمیون l،103يدر رابطه
- الکترون براي الکترون -رو شرایط کاسپ الکتروناز این]. 39و38[ها صفر استدیگر فرمیون

در تابع موج آزمایشی، . هاي با اسپین پادهمسو متفاوت استهاي با اسپین همسو و الکترون
eJ

trial D D↑ ↓Ψ بنابراین . کنش الکترونی را بر عهده دارد، سهم برهمJe، تابع جسترو،=
به  104يشود و با استفاده از رابطهالکترون روي این تابع اعمال می -رونشرایط کاسپ الکت

  :آیدصورت زیر به دست می

                                                 
80Cusp Conditions 
81Kato 
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به عنوان نمونه . هاستي اسپین الکترونکنندهمشخص ↓و↑هاي، علامت105يدر رابطه
را به صورت زیر  a، پارامتر96ياي، رابطهاعمال شرایط کاسپ روي تابع جسترو دو ذره

  :کندمشخص می
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  هسته -شرایط کاسپ الکترون 6-2- 9
توانیم به هسته را می -شرایط کاسپ الکترون 104ياینک با استفاده از معادله

  :صورت زیر به دست آوریم
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هاي اسلیتر سهم دترمینان QMCدر تابع موج محاسبات . عدد اتمی هسته است Zکه 
، شرایط کاسپ 108يرو در رابطهاز این. دهندهسته را نشان می-کنش الکترونبرهم

  :شودهاي اسلیتر اعمال میهسته تنها روي دترمینان-الکترون
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  :توان به صورت زیر نوشترا می 109يرابطه. ي الکترون از هسته است، فاصلهirکه 
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0irوقتی هاي صورت و مخرج را ي بالا دترمیناندر رابطه. نباید صفر شود D، دترمینان →
  : توان به صورت زیر باز کردمی

)111(        
( ) ( )

( ) ( )

1
,

1
,

0
, , 0, ,

0 , , 0, ,

ij i
ij i N

i j i

ij i ij i N
i j

r
M r r r

r
Z

r M r r r

ϕ

ϕ

∂ =
=

∂
= −

= =

∑
∑

… …

… …
  

  
، تنها هنگامی برقرار است 111يرابطه. ام استjام وiي ي درایه، ماتریس همسازهijMکه 

0irهاي اسلیتر در که هر اوربیتال اتمی در دترمینان   :، به یک عدد ثابت میل کند→
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آمده شرایط کاسپ ي به دستبا توجه به رابطه. مگر اینکه کل دترمینان برابر صفر شود
در واقع اعمال شرایط کاسپ . شودهاي اتمی اعمال میهسته روي اوربیتال-الکترون
  .کندقیدي روي پارامترهاي وردش اعمال می VMCهسته در الگوریتم -الکترون



 50سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه
 

  برخی مثال ها 10

در مرحله نخست به ساخت تابع موج اتمها و ملکولهاي ساده می پردازیم تا با استفاده از آنها به      
در مراحل بعدي روش کمینه سازي خود را براي . محاسبات مونت کارلوي کوآنتومی وردشی بپردازیم

 .این سیستمها امتحان خواهیم کرد

  هاي بس الکترونیتابع موج اتم 10-1
در این صورت تعدادي الکترون اسپین بالا و بقیه .محاسبات بهتر است با اتمها آغاز کنیمبراي شروع 

  .تابع جسترو هم فرم جفتی خودرا دارد که خواهیم گفت. اسپین پایین دارند
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 .بسیاري اوقات باید از سه ذره اي استفاده شود. تابع جسترو بالا ساده ترین نوع جفتی این نوع توابع است
دومی بیشتر مناسب . به یک صورت بتوانند باشند pبه دو صورت و اربتالهاي  sهریک از اربیتالهاي 

  .سیستمهاي با شبه پتانسیل می باشد که الکترون مغزي نداریم

↑D ↓D
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ns در بسیاري موارد براي اربیتالهاي با تقارن کروي .  عدد کوآنتومی اصلی استs   مخصوصاً حالت

n=2 تابعی به صورت زیر مناسب شناخته شده است.  
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الکترونی  Nدر حالتی که اتمی .  بهترین بوده است 1تعدا پارامترهاي آزاد جسترو دو ذره اي همیشه 
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  :اکنون مشتقات زیر براي محاسبات مونت کارلوي کوآنتومی مورد نیاز است .مشابه قابل محاسبه است
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  ):Local Energy(ه  انرژي موضعی هستیم در واقع در مونت کارلوي وردشی ما دنبال محاسب
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  .به شکل زیر هستند

  
  
  

  
  
  

  
  :در مورد جمله جسترو نیز داریم.براي اسپین پائین هم عیناً همینطور است
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  :براي مثال می توان نوشت
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  :ي با آنها کار کرددر مختصات کرو
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∑∑اگر تابع به صورت 
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  :شرط بهنجارش را با تقسیم سایر پارامترهاي ضریبی بر بزرکترین عدد به دست می آوریم

  

  

  

  

Mi
CMax

CC i
i ,1

][
==  

  

 H2O,Li2,H2هاي لکولوتابع موج م 10-2

 
هنوز برخی از ملکولهاي ساده دو اتمی با وجود روشهاي دقیق محاسباتی طول پیوندهایشان در       

لذا براي شروع و امتحان کدهاي محاسباتی خود براي چنین اتمهایی نمونه هاي . شک و تردید است
ست که یکی از نمونه هایی ا N2O2مثلا پیدا کردن طول پیوند ملکولهایی چون . ساده را می سازیم

  .روشهاي محاسباتی مختلف دقتهاي گوناگونی را گزارش می کنند
براي  ..,α,βبراي شماره اربیتالهاي ملکولی و  mبراي الکترونها  i,jدرمباحث زیر همه جا اندیس  

  :هامیلتونی یک سیستم ملکولی به شکل زیر است.هسته ها می باشند
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αdو  i محل الکترون ixrو. ام است αبار هسته Zαکه 
r محل هستهα است.  

 :الکترون داشته باشد تابع موج به صورت زیر است N=Nup+Ndownاگر ملکول 
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  :در رابطه اخیر هر یک ازاربیتالهاي ملکولی به شکل زیر تعریف می شوند
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. است یا بهتر همان اربیتالهاي اتمی که در بحث اتمها ذکر شد یک مجموعه توابع پایهکه بسط روي 

 :براي ملکول دو اتمی شکل زیر را در نظر میگیریم
 
 
 
 
  
  
  
  

  مولکول هیدروژن 1- 2- 10
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با هم تداخل احتمالی  pz اربیتالهاي zداشته اند و در راستاي  sچون اتمهاي سازنده تنها اربیتال 
 :خواهند داشت پس براي هر یک از دو الکترون داریم 
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 .شودشرایط کا بر روي هر دو هسته اعمال می 
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  مولکول لیتیوم 2- 2- 10
الکترون یکی اسپین بالا و  2الکترون داریم و به سه اربیتال ملکولی نیازمندیم در هر یک  6اینجا 

 .هر اربیتال ملکولی به صورت زیر است. دیگري پائین دارد
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  :بودپس تابع موج خواهد .دو باره نماها مستقل از شماره هسته اند
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  :تمامی مشتقات مانند قبل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .بالا یا پایین باشد تنها یکی از دو دسته مشتقات لازم است iتوجه شود همیشه، اگر الکترون 
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  مولکول آب3- 2- 10
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  .قادریم تابع موج را بسازیم و مشتقات مثل قبل هستند
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کدي که ما آماده کرده ایم . به همین طریق می توان تابع موج تمام ملکولهاي دیگر را هم ساخت
  .الکترون به کار می روداتم با هر تعداد  4براي تمام ملکولهاي تا 
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  سازيهاي بهینهروش 11

  مقدمه 1- 11
پس از گزینش تابع موج آزمایشی که در گزارش اول ذکر آنها به میان رفت به 

سازي تابع موج خواهیم پرداخت به طوري که در این گزارش مروري بر روشهاي بهینه بهینه
  .سازي شده است
به صورت   QMCگونه که بیان شد معمولاً تابع موج آزمایشی در محاسبات همان

تواند بخش پادمتقارن می. حاصلضرب یک دترمینان پادمتقارن در تابع جسترو متقارن است
اي ذرهکه تابع جسترو یک تابع بسشامل یک یا چند دترمینان اسلیتر باشد، در حالی

  .الکترونی در دستگاه استکنش ي برهممتقارن است و دربردارنده
و ) داشتیچشم(سازي توابع موج وجود دارد؛ کمینه سازي انرژي دو رهیافت کلی در بهینه

که قبل از مرور بر روشهاي بهینه سازي به آنها ) داشتیچشم(کمینه سازي واریانس انرژي 
  :اشاره می کنیم

  کمینه سازي واریانس انرژي 11-2
حالت هامیلتونی دستگاه باشد انرژي و مقادیر ویژهاگر تابع موج آزمایشی، یک 

-پیروي می 82شوند از اصل واریانس صفرداشتی عملگرهایی که با هامیلتونی جابجا میچشم
}پیکربندي cNسازي واریانس انرژي موضعی روياین روش به کمینه. کنند }iR

r ) که از تابع
)توزیع  ) 2

0,iR αΨ
r پردازد، می)گیري شده استنمونه .( )0,iR αΨ

r  تابع موج نخستین است
)0αسازي آن را مشخص میکه پیش از آغاز فرایند بهینه) ها پارامترهاي آغازین هستند -

  :ن به صورت زیر نوشتتواواریانس انرژي را می. کنیم

)113(        ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

1 1

,
, ,

,

c cN N
i

i i
i ii

H R
E w R w R

R

α
σ α α α

α= =

 Ψ
 = −
 Ψ 

∑ ∑
r

r r
r  

  که

)114(          ( )
( ) ( ) ( )

1 1

,
, ,

,

c cN N
i

i i
i ii

H R
E w R w R

R

α
α α

α= =

Ψ
=

Ψ
∑ ∑

r
r r

r  

    و

)115(                ( ) ( )
( )

2

0

,
,

,
i

i
i

R
w R

R

α
α

α

Ψ
=

Ψ

r
r

r  
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Eتوابع وزن. هاست، انرژي میانگین روي پیکربندي( ),iw R α
r گره در شود که نقاط باعث می

سازي آزادانه جابجا شوند و وزن درستی تولید کنند و نسبت هر یک تابع موج در طی بهینه
از طرف دیگر با داشتن . شودتر نمیها به وزن میانگین از یک مقدار بیشینه اضافهاز وزن

به دست آمده  Eتعداد پیکربندي کم که از یک وزن بسیار بزرگ و انرژي موضعی نزدیک به
)سازي به مقادیر کوچکتوانیم در طی فرآیند بهینهاست می )σ α 3000معمولاً . برسیم 

  .پارامتر را بهینه کنیم 50-100پیکربندي کافی است تا تابعی با 
ي گذشته کاربرد روش کمینه سازي واریانس روش کارآمدي است که در دو دهه

در این روش با نزدیک شدن واریانس به صفر، انرژي به مقدار . داشته استاي گسترده
- ها کم است این کمینه یک کمینهکه تعداد پیکربنديرسد و با ایني مورد انتظار میکمینه

، در )ي انرژي کمتر از مقدار انرژي تجربی به دست نمی آیدمقدار کمینه(ي واقعی است 
ها، سازي تابع موج با تعداد کم پیکربنديانرژي، بهینه سازي مستقیمکه با کمینهحالی

  . دهدي واقعی را نمیضمانت رسیدن به یک کمینه
- سازي واریانس از یک تابع با پارامترهایی که بهینه نیستند آغاز میدر روش کمینه

ي پیکربندي نیست و تغییر سازي نیازي به تولید دوبارهدر این روش در مسیر بهینه. کنیم
در  QMCرو محاسبات از این. گیردپارامترها روي یک مجموعه پیکربندي ثابت صورت می

سازي انرژي زمان بسیار هاي مستقیم کمینهسازي واریانس نسبت به روشروش کمینه
سازي سازي تابع موج دو روش کمینهتوان در بهینهدر عمل می. کندکمتري صرف می

را با  Eبالا معمولاً 4يدر رابطه. انرژي را با هم به کار بردسازي واریانس انرژي و کمینه
guessE جایگزینمی کنند .guessE ترین مقدار ي آن از پایینگزینیم که اندازهاي برمیگونهرا به

- در یک انتخاب اولیه می. ند کمتر باشددهبه دست می QMCهاي انرژي که معمولاً روش
  . قرار داد) فوك -انرژي محاسبات هارتري( HFEرا برابر با  guessEتوان 

  سازي انرژيکمینه 11-3
ي انرژي هستیم یک رهیافت به دنبال یافتن کمینه VMCاز آنجا که در روش 

در این روش باید پارامترهاي وردش در تابع . است) E(انرژي سازي خود مشخص کمینه
  . ي انرژي ببرندموج طوري تغییر یابند که ما را به سوي کمینه

هاي توانیم روشبا داشتن مشتقات مرتبه اول و دوم انرژي نسبت به پارامترها می
سازي انرژي به کار را درکمینه... و  83ن، روش نیوت)بخش(سازي چون تندترین کاهش بهینه
آوردن مشتقات انرژي نسبت به  براي تابع موجی با پارامترهاي زیاد به دست. گیریم

شود، گیري کاسته میپارامترها به طور عددي دشوار است و از دقت نتایج نیز به طور چشم
رامترها را به طور تحلیلی هایی باشیم تا مشتقات انرژي نسبت به پاکه به دنبال روشمگر این

  . و دقیق به دست آوریم
                                                 

83Newton’s method  
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  سازيهاي بهینهروش 11-4
با داشتن روابط انرژي، واریانس انرژي و همچنین مشتقات انرژي نسبت به پارامترها 

هایی باشیم تا با کمک این روابط پارامترهاي وردش را در سوي اینک باید در پی الگوریتم
  . یافتن کمینه هاي مورد نظر تغییر دهند

  GD(84(روش کاهش شیب 11-4-1
)تابع حقیقی و مشتق پذیر  )f x هاي این به دنبال یافتن فرینه. گیریمرا در نظر می

)هاي تابع تابع هستیم، بدیهی است با داشتن ریشه )g x  

)116(                ( ) ( )dg x f x
dx

=  
)تابع ) يکمینه و بیشینه(به نقاط فرینه )f x یعنی  باید الگوریتمی براي . ایمدست یافته
)ي غیرخطی حل معادله ) 0g x )ي را در دامنه kxي اگر  نقطه. ارائه کنیم = )f x گزینیم بر

ي دهیم تا ما را به سوي یافتن نقطه، طوري تغییر می∆kxي و هر بار این نقطه را به اندازه
  :ي بازگشتی به صورت زیر خواهیم داشتفرینه هدایت کند معادله

)117(                  1k k kx x x+ = + ∆  
)فرض کنیم به دنبال یافتن مقدار صفر کننده  )g x در مورد کمینه یابی، باید . هستیم

)را در جهتی جابجا کنیم که  kxي نقطه )f x براي این کار اگر در . به سرعت کاهش یابد
)علامتی مخالف مشتق اول  ∆kxي فوق، رابطه )f x يدر نقطهkx،( )kf x′ داشته باشد ،
)ي ي بازگشتی را به سوي یافتن کمینهرابطه )f x بالعکس براي یافتن (ایم هدایت کرده

)بیشینه باید در جهت  )kf x′+ ي بازگشتی بالا، براي یافتن رو رابطهاز این). حرکت کنیم
)ي کمینه )f x کندبه صورت زیر تغییر می  

)118(            ���� = �� − ����(��)    ,� ≥ 0  
پارامتري مثبت ، حقیقی، و کوچک است که در هر مرحله چنان تنظیم میشود تا به  ��که

این عدد را در نزدیکی جواب باید کوچک و در نقاط دور از . کمینه مقدار تابع رهنمون شویم
توان براي یک تابع چند متغیره به صورت ي اخیر را میرابطه. آن باید بزرگتر داشته باشیم

  زیر گسترش داد  
)119(            ��⃗ ��� = ��⃗ � − ��∇��⃗ �(��)    ,� ≥  

)که  )1 2, ,..., lx x x x=
r  و( )

1 2

, ,...,
l

f f ff x
x x x

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

r r هر گام . استkx∆
r  در جهت

( )kf x−∇
r r 1یابد و هر تغییر میkx +

r در راستاي تندترین کاهش جابجا شود جدید مجبور می
  : 85)شود

                                                 
84Gْradient Descent  

 .مقدماتی می دانیم که جهت بیشینه تغییر یک تابع جهت گرادیان است و بالعکساز ریاضیات 85
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)120(            �(����) < �(��) < ⋯ < �(��) 
⃗��، وقتی نقطه شروع  ��براي تعیین  (��,��)�  مشخص شده باشد، چون � = �(��⃗ � − ��∇��⃗ است می توان مقداري از آنرا که  ��تابعی از  ((��)�

⃗��)�کمینه کننده  ⃗��)��=0است را از شرط  (��,� این شرط حاکی از . پیدا کرد ���(��,�
براي اثبات از  (آنست که گرادیان گام فعلی و گام بعدي متعامد باشند  ∇��⃗ �(��⃗ �,��). ���⃗ ���� = ��(��⃗ =و مقدار ���(��,� ��⃗ � − ��∇��⃗ �(��)��⃗ یا ) استفاده می شود �

  .باشد 6بعبارت دیگر مسیر حرکت در راستاي پیدا کردن کمینه زیگزاگ مانند شکل 
  

 
ي باریک و بلند؛ هر گام در مسیر گرادیان موضعی، روش کاهش شیب در یک دره )6شکل

ي عمود بر خطوط منحنی یک مسیر مستقیم را طی می کند تا وقتی که به یک کمینه
قسمت پایین شکل . موضعی برسد، جایی که مسیر حرکت با خطوط منحنی همسو است

 .دهدیک گام را نشان می
 

یک نقطه نزدیک کمینه موضعی حرکت کنیم پس از گام متناهی به بنابراین اگر از 
(�)�براي مثال تابع . نزدکترین کمینه موضعی به نقطه شروع می رسیم = �� − 3�� + ��با مقدار ثابت  2 = ��و  0.01 =   . می رسد24996/2گام به مقدار  70با  6

��مقدار و با ) 0و0(به عنوان تمرین تابع دو متغیره زیر را با شروع از  = کمینه یابی  0.1
  .کنید

)121    (  �(�,�) = ���( ���� − ���� − 3)CoS(2x + 1 − e�)  
هایی نیز دارد؛ اما کاستی. روش کاهش شیب براي فضاي پارامتري بزرگ نیز کاراست

گیرد، اي باریک و بلند قرار میهنگامی که مسیر حرکت در سوي یافتن کمینه داخل دره
هاي زیادي تا یافتن کمینه درجه دوم کاملی داشته باشد، باز هم گامحتی اگر دره شکل 

  :الگوریتم کلی کار چنین است -یعنی این الگوریتم هزینه بردار است -لازم است
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  رفسون-روش نیوتن 11-4-2

اگر. روشی معروف براي یافتن ریشه هاي تابعی چند متغیره است 86روش نیوتن
( ) ( )g x f x′=  باشد براي فرینه هاي تابعf ي هاي معادله، باید ریشه( ) 0g x   . را بیابیم =

)ي توانیم معادلهي این معادله باشد می، یک ریشهrxوقتی  ) 0rg x ، rxيرا حول نقطه =
  :خطی دهیم بسط تیلور تا مرتبه

      
 )122(        ( ) ( ) ( ) ( ) 0r rg x g x x x g x′≈ + − + =L  
)ي آزمایشی در تواند یک نقطهمی xپس  )1k )در  rxيامین گام براي ریشه+ )k امین گام
  باشد

)123(        ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0k k k k kg x g x x x g x+ + ′= − − ≈  
  یابدي بازگشتی زیر در هر گام تغییر میبا رابطه xو 
)124(        ( ) ( )1k k k k k kx x x x g x g x+ ′= − ∆ = −  

)ي اخیر بر حسب تابع رابطه )f x یابدبه صورت زیر تغییر می  
)125(          ( ) ( )1k k k k k kx x x x f x f x+ ′ ′′= − ∆ = −  
به آن معناست که حول هر نقطه یک سهمی در نظر گرفته شده است و هر بار در جهت  این

يمتغیره nي تابع ي بالا را در یافتن کمینهتوان معادلهمی. کمینه آن گام برداشته می شود
( )f xrبه صورت زیر گسترش داد ،  

)126(          ��⃗ ��� = ��⃗ � − (H�)��∇��⃗ �(��)    ,� ≥ 0 

که
1 2

, , ,
n

f f fb
x x x

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

1H(است 87ماتریس هسین Hو … ). است Hوارون ماتریس −

  :ماتریس هسین باید متقارن باشد
  

                                                 
86Newton’s method 
87Hessian matrix 
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)127(              

2 2

1 1 1

2 2

1

n

n n n

f f
x x x x

H
f f

x x x x

∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

OM M

L

L
  

  
  به صورت زیر می نویسیم ��روش نیوتن اصلاح شده را با اضافه کردن ضریب 

)127(        ��⃗ ��� = ��⃗ � − ��(H�)��∇��⃗ �(��)    ,� ≥ 0  
  

در مقایسه با روش تندترین شیب علاوه بر مشتق اول از مشتق دوم نیز در مسیر یابی به 
سوي کمینه استفاده می شود و این باعث لحاظ انحناهاي موضعی تابع و در نتیجه سرعت 

  . بالاتر الگوریتم به سمت کمینه موضعی می گردد
  

که در هر گام در جهت براي این ي بازگشتی،با توجه به رابطه: هایی نیز وجود دارددشواري
)ي تابع کمینه )f xr ي اول و دوم تابع نسبت ي مشتقات مرتبهحرکت کنیم نیاز به محاسبه

ي مشتقات تابع نسبت به متغیرها به در عمل بسیاري مواقع محاسبه. به متغیرها داریم
هاي عددي از دقت تقات به روشاز طرفی به دست آوردن مش. صورت تحلیلی دشوار است

ي وارون آن در صورت صفر بودن دترمینان ماتریس هسین دیگر محاسبه. کاهدها میجواب
پذیر نیست و باید به دنبال راهی براي زدودن تکینگی ماتریس هاي معمولی امکاناز روش

دارهاي یک راه این است که با تشکیل ماتریس جدید زیر می توان ویژه مق. هسین باشیم
چنان تغییر داد تا به مقادیر مثبت  Bمنفی ماتریس قدیم را با کمک ماتریس تصحیح 

  .برسند در عین حالی  که ویژه بردارهاي ماتریس جدید و ماتریس اصلی یکسان باشند
)128(              H��� = H + B    ,∀� ≥ 0  
از طرفی به دلیل زمان بر بودن محاسبه وارون ماتریس از روشهایی مثل گرادیان همبسته  

  .استفاده می شود  126براي حل معادله خطی 

  )CG(گرادیان همبسته  11-4-3
ي تابع هدایت ي کمینهدر روش کاهش شیب فرض کنیم نخستین گام ما را به سوي نقطه

-محور طولی باشد، اما سوي گرادیان جدید در نقطهکند و حرکت در دومین گام در راستاي 
ایم که در حالت کلی ي کمینه عمود بر مسیر حرکت است از این رو به سویی حرکت کرده

بنابراین باید فرآیندي بیابیم که به جاي حرکت در ). 6شکل(برد ي کمینه نمیما را به نقطه
ي پیشین به گرادیان نقطهي جدید در مسیري حرکت کنیم که جهت گرادیان در نقطه

 .همبسته باشد و این روش به گرادیان همبستهموسوم است
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بلکه . کنیمي آغازین حرکت نمی، در گام نخست تنها در جهت گرادیان نقطهCGدر روش 
شود که بتوانیم ي پیشین نیز بستگی دارد و این امر باعث میجهت حرکت به گرادیان نقطه

ي براي یک تابع درجه. ت رسیدن به مقدار کمینه انتخاب کنیمي بهتري در جهمسیر بهینه
افزون بر این . گام مقدار کمینه را بیایبم Nتوانیم پس ازمی CGبعد، با روش  Nدوم در
-معادلات کنمانند (ي فیزیک سازي بسیاري از توابع پیچیدهتواند در بهینهمی CGروش 
ي تابع چند فرض کنیم به دنبال یافتن کمینه. به کار رود و نتایج خوبی داشته باشد) 88شم

)يمتغیره )f xr در روش . هستیمCG 0، با بردارgr  که برابر منفی گرادیان( )f xr يدر نقطه
0xr 0کنیم و است، آغاز میh

r 0را مساويgr توان با کمک روابط حال می. گیریمدر نظر می
1ixبازگشتی زیر  +

r ،1ig +

r  1وih +

r  شان مقادیر پیشینرا بر حسب)ixr ،igr  وih
r (به دست آورد:  

      1i i i ig g Hhλ+ = −
rr r  

)129(      1 1i i i ih g hγ+ += +
r rr  

      1i i i ix x hλ+ = +
rr r

  
  :به صورت زیر هستند iγو  iλکه 

)130(                
.i i

i
i i

g g
g Hg

λ =
r r
r r  

        
1 1.i i

i
i i

g g
h Hh

γ + += −
r r
r r

  
  

سازي کاراتري است، به ویژه وقتی که تابع مورد روش بهینه SDنسبت به روش  CGروش 
ي ي مشتقات مرتبهاما به شوند نیاز به محاسبه. تر باشدي دوم نزدیکنظر به شکل درجه

  .دوم در ماتریس هسین پیچیدگی بیشتري دارد

  89روش شبیه سازي مونت کارلو سردسازي 11-5
  

بهتر است قبل از آنکه به الگوریتم سرد سازي بپردازیم، روش نمونه برداري با اهمیت مونت کارلو از 
  .متصل است، را به طور خلاصه مرور می کنیم Tفضاي فاز سیستمی که به حمام گرمایی در دماي 

  

  کارلوسازي مونتروش شبیه 1- 11-5
امروزه بیشتر براي نمونه . روش مونت کارلو در ابتدا براي حل انتگرالهاي چند بعدي استفاده شدند    

برداري از بخشهاي پراهمیت فضاي فاز که مرتبط با حل انتگرالهاي چند بعدي موجود در 
                                                 

88Kohn-Sham 
89Annealing monte carlo 
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براي حل انتگرالهاي موجود در مکانیک . میک و مکانیک آماري می شود، به کار می روندترمودینا
کوآنتومی، یعنی انتگرالهاي  موجود در مقادیر انتظاري مشاهده پذیرها، نسخه هاي کوآنتومی این 

در حل مسائل فیزیکی مربوط به محاسبات ساختار الکترونی از نسخه . روش هم بوجود آمده ند
اولین و ساده ترین . استفاده می کنند که روز به روز بر اهمیت و جایگاه آنها افزوده می شود کوآنتومی

  . است -مثل مدل آیزینگ –کاربردهاي این روش در سیستمهاي اسپینی 
را ) معادل متغیرهاي تابع انتگرالده(در نمونه برداري با اهمیت ترجیح می دهیم اعداد تصادفی        

به بیان دیگر . طوري انتخاب کنیم که منجر به مقدار بزرگتر تابع انتگرالده مورد انتگرال گیري بشوند
در نمونه . گرالده نباشیمنمونه گیري ما بایستی وزن دار باشد تا مجبور به لحاظ سهمهاي کم وزن انت

به صورت زیر نوشته می  Aبرداري با اهمیت مونت کارلو، میانگین هنگردي بندادي یک کمیت مثل 
  :شود

)131                                                                                    (∑
=

>=<
rialNt

i
i

trial

A
N

A
1

1 ,  

ام تولید شده با یک   iیکربنديپمقدار کمیت مربوط به  Aiاست وکه جمع روي تعدادي از پیکربندیه
)با احتمال متناسب با  Ai فرایند کاتوره اي است، به نحوي که هر  )

exp( )i

B

U r
k T

−
r

در .  رخ می دهد 
توجه شود که در نمونه برداري با اهمیت . 90تابع انرژي سیستم مورد بررسی است Uرابطه اخیر 

یکربندي ها را می توان از یک پاین . مختصات تصادفی از یک توزیع غیریکنواخت انتخاب می شوند
ساده (  92در عمل براي نمونه برداري با اهمیت از الگوریتم متروپلیس.انتخاب کرد  91زنجیر مارکوف

استفاده می )حث نظري مونت کارلو پیشنهاد می شودترین جوابی که براي حل معادلات مربوط به مبا
  :کنیم

معمولاً مختصه (یک جزء از دستگاه . در نظر بگیرید Tو دماي  Uiیکربندي با انرژي پدستگاه را در 
به صورت اتفاقی انتخاب می شود و به طور تصادفی به موقعیت جدید یا به ) هاي فضایی یا زاویه اي

می  Ujبا انرژي  Ajدر این صورت، دستگاه در حالت جدید . جهت گیري جدید تغییر داده می شود
jوقتی که . باشد iU U≤  ذیرفته می شود ولی براي پ» یک«باشد، در آن صورت حرکت با احتمال

)expباشد حرکت با احتمال  Uj> Uiموردي که  )ij

B

U
k T
∆

عملاً مرحله دوم به این . ذیرفته می شودپ−

)expصورت انجام می شود که  )ij

B

U
k T
∆

این عدد تصادفی در ( 1و  0بین  ξ""با یک عدد تصادفی  −

)expاگر . مقایسه می شود) به طور یکنواخت تولید می شود 1و  0دامنه  )ij

B

U
k T

ξ
∆

≤ باشد در آن  −

                                                 
  .  براي پارامتر انرژي گونه استفاده می کنیم Eبراي انرژي واقعی و از  Uاز 

91Markov chain 
 .انتخاب شد 1949متروپولیس در سال لغت مونت کارلو توسط نیکولاس 92
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با تکرار این فرایند به اندازه . 93در غیر اینصورت حرکت رد می شود. ذیرفته می شودپصورت حرکت 
ترتیبی از حالات ) تا جایی که سیستم حافظه خود را از دست بدهد یا اصطلاحاً ناهمبسته شود(کافی 

توجه . ، به این امید که از فضاي فاز کاملاً نمونه برداري شده باشد)زنجیر مارکوف(تولید می شود 
  . هاي موضعی دستگاه استکنیم که اعمال شرط دوم براي خلاصی از کمینه 

  

  روش شبیه سازي سرد سازي 2- 11-5
سازي  کمینه. و همکارانش معرفی شدKirkpatrickتوسط 1983ایده سرد سازي در سال    

و احتمالاتی براي پیدا کردن تقریبی کمینه ) نه فقط براي کمینه یابی انرژي(سردسازي روشی عام 
مزیت اصلی این روش بر روشهایی که بر . زرگ استاصلی تابعی است که فضاي پارامترهاي آن ب

از یک تابع تحلیلی به طور تعینی جلو می روند، آنست که در سرد سازي   94اساس مشتق گیري
  . نگرانی از بابت عدم وجود مشتقات و گیر افتادن در کمینه هاي موضعی نیست

ن یک سیستم واقعی شباهتی که بین یک مساله کمینه سازي سردسازي با این روش و سردشد 
وجود دارد باعث تعریف پارامترهاي دما و انرژي در هر مرحله سردسازي می شود به طوري که لزوماً 

  . این دو پارامتر معناي دما و انرژي داخلی آشنا در فیزیک را ندارند
. دماي مطروح صرفاً یک پارامتر براي حفظ شباهت با مساله سرد سازي واقعی تعریف می شود    

پارامتر (پارامتر انرژي هم معیاري کنترلی است که نشان دهد تابع به حالت نهایی با کمینه مقدار 
  .  رسیده است) انرژي

که معمولاً در مساله ( r، یک حالت Tروش کار به این صورت است که براي هر مقدار پارامتر دما     
هاي کمینه سازي انرژي یا ساختار مجموعه اي از پارامترها مثل مختصه هاي فضایی یک ترکیب 

r'تعریف می کنیم، سپس با انتخاب تصادفی حالتهاي مجاور   E(r)و یک پارامتر انرژي ) ملکولی

)),()',((مقایسه کرده و با احتمال  E(r)کنیم و آنرا با  را حساب میrE)'(پارامتر انرژي  TrErEp 
)'()(که حتی اگر  95چنان انتخاب می شود p تابع . می کنیم rرا جایگزین r'حالت rErE بود <

عددي مثبت و غیر صفر باشد یعنی شانس بیشتر شدن پارامتر انرژي وجود داشته باشد تا این 
 p نزدیک صفر، تابع Tهمینطور براي پارامترهاي . تضمینی براي رهایی از کمینه هاي موضعی باشد

چنان  p همینطور تابع . با مقادیر کمتر میل کنیم E(r)به صفر میل کند تا بیشتر به پارامترهاي 
)'()(فقط اگر  T=0باشد که در rErE مقدار   T=0بنابراین در . بود حالت جدید پذیرفته شود>

)'()(چنان انتخاب شود که هر چه اختلاف  p بهتر است تابع. بشود 1بایستی  p تابع  rErE −

                                                 
UiUjorUjUi(تلفیقی از این دو شرط را 93 ]exp(,min/[(به صورت ) ≤< TkUp B∆−= که به حل  1

 .مترو پولیس مشهور است، نشان می دهیم
94Gradient methods 
 

Tاین کمیت به طور معمول 95
E

ep
δ

−
 .تعیین می شود=
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در . اصلی نزول کنیم بیشتر شد، احتمال پذیرش کمتر شود تا همیشه به آهستگی به سمت کمینه
واقع در دماهاي بالا تغییر انرژي هاي بالا و حتی مثبت هم ممکن هستند و این کمک می کند در 
دماهاي بالا سیستم فضاي فاز بزرگتري را جستجو کند و هنگامی که دما پایین می آید آرام آرام این 

rr' تعداد تغییر حالتهاي. فضاي دسترسی به حوالی جواب محدود می شود ما این (ثابت  Tدر  →
به این بستگی دارد که چقدر حالتهاي جدید به ) تعداد را تعداد گامهاي مونت کارلویی می نامیم

همبستگی را به کمک تابع خود همبستگی . حالتهاي قبلی ناهمبسته باشند
EiEiEkiEiEkC −=>+=< حالتهاي مختلف در k وi محاسبه می کنیم که در آن )(~).(~)(&~)()(

رسم کنیم طول همبستگی تعداد گامهایی است  kاگر این تابع را برحسب . یک دما را نشان می دهند
معمولاً براي تعداد گامهاي مونت کارلو چندین . [1,65]مقدار اولیه خود برسد e/1به   kC)(که 

هاي پایین تخمین خوبی  Tهمبستگی در هاي بالا و در مرتبه طول  Tبرابر طول همبستگی در 
را کاهش می دهیم و تمام  -T-بعد از اطمینان از متعادل بودن در هر دماي خاص، مقدار دما . است

. بسته به سیستم مورد نظر می تواند پله اي یا نمایی باشد 96روش کاهش دما. عملیات تکرار می شود
: کم می شود تا این که به صفر برسیم در روش پله اي هر بار مقدار ثابتی از دماي فعلی

TTT ii :در روش نمایی هر بار عدد مثبت کوچکتر از یک در دماي فعلی ضرب می شود. 1+=−∆
iii TTTT )( 11 −=∆→=+ αα .مزیت روش دوم آنست که در دماهاي پایین تر حالتهاي'r r,  به هم

 Tو تحول سیستم کندتر صورت می گیرد و تعداد گامهایی که براي یک ) T∆→0(نزدیک تر بوده 
طی می شود از نظر بزرگ یا کوچک بودن نسبت به طول همبستگی نگران ) البته نزدیک صفر(ثابت 

به طور .  فلوچارتی از شبیه سازي سرد سازي را نمایش می دهد 1-7نمودار . کننده نخواهد بود
  :پارامتر اصلی باید در الگوریتم سرد سازي مشخص باشد 4صه خلا

حرکتهاي حلقه مونت کارلویی  97این دما باید چنان تعیین شود که نرخ پذیرش: دماي اولیه  .1
 .درصد باشد 80حدود 
دمایی که سردسازي باید پایان بپذیرد در حالت کلی به عدم پیشروي الگوریتم و کم : دماي نهایی

معمولاً بهتر است آنرا صفر در نظر بگیریم ولی با دنبال کردن . باز می گرددشدن نرخ پذیرش 
مداوم نتایج حتی اگر بالاتر از مقدار صفر دما سیستم بسیارکند تغییر شد سرد سازي را متوقف 

 .می کنیم
همانطور که گفتیم به همبستگی :لازم در هر دما ) گامهاي مونت کارلویی(تعداد گامهاي  .2

 .وابسته است آماري نتایج
روشهاي پله اي یا نمایی که هر یک بسته به مساله مورد نظر مورد استفاده : روش کاهش دما .3

 .قرار می گیرند
یک اظهار نظر کلی اینکه نمی توان یک قاعده عام براي تعیین پارامترها طرح کرد، معمولا مسائل 

  .مختلف نیاز به گزینشهاي خاص خود دارند

                                                 
96Aannealing schedule 
97Acceptance rate 
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  کارلو سرد سازيی مونتیابروش کمینه 3- 11-5
ها با  MTدر کتاب حاضر هدف از سردسازي، پیدا کردن کمینه واقعی سیستم یعنی پیکربندي از     

از این رو به . و متعاقب آن پارامترهاي این ساختار با کمینه انرژي است) بدون بعد(کمینه انرژي 
]exp(,min/[(عنوان یک انتخاب، تابع  TkUp B∆−= متروپولیس را  به عنوان یعنی همان حل  1

به دلیل همین انتخاب این نوع کمینه یابی ها را . تابع پذیرش گذار بین حالتها  انتخاب می کنیم
میکروتوبول  N_sانرژي ساختار  E(r)در مدل مورد بررسی ما . روش مونت کارلوسردسازي می نامند

: نسبت به همسایه خود است PFیعنی جابجابی هر  ixاست و حالات مربوطه، مجموعه متغیرهاي 
],..,,},{[ Nixr i rr'هم چنین تبدیل . ==21 اندازه یک  δنسبت به(تغییري اندکی است  →

=+η: که در جابجاییها بوجود می آوریم) هترودایمر kk xx' . هم چنین براي هر دمايT  و هر تعداد
N  ثابت تفاضل انرژي به صورت زیر تعریف می شود :  

)132                                                  (}.,,..,{}.,',..,{ NkNk xxxxExxxxEE 2121 −=∆ .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .فلوچارت روش شبیه سازي سرد سازي) 7- 1( شکل       

 خیر

  آري
  پایان

  آري

  دما را کاهش می دهیم

 خیر

rr'تغییر حالت → 

 انتخاب دماي اولیه 

 rایجاد شرایط و حالت اولیه 

 

  آیا حرکت فوق مورد قبول است؟
)),()',((با احتمال   TrErEp حرکت

 .پذیرفته می شود

rr →' 

 Tآیا سیستم در دماي 

 متعادل شده است؟

کافی پائین آیا دما به اندازه 
 آمده است؟

  خیر

 آري
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  )GA( الگوریتم ژنتیک 11-6
مطرح  98توسط رکنبرگ 1960هاي تکاملی در سال ي اصلی الگوریتمایده

هاست، در حقیقت روش که منشعب از این نوع الگوریتم 99هاي ژنتیکالگوریتم]. 45[گردید
ها و سازي بر اساس ساختار ژنهاي بهینهي الگوریتمجستجوي کامپیوتري بر پایه

در دانشگاه میشیگان مطرح شد و پس از وي توسط  100هاست که توسط هلاندکروموزوم
هاي گوناگون از دانشاین الگوریتم امروزه در بسیاري . جمعی از دانشجویانش گسترش یافت

  .کاربرد دارد... هاي پایه و هاي فنی و مهندسی ، دانششناسی، دانشمانند زیست

  مفاهیم پایه -11-6-1
هاي ژنتیک یک روش جستجوي مؤثر در فضاي بسیار وسیع و بزرگ است الگوریتم

توان گرددو شاید نگیري به سوي پیداکردن یک پاسخ بهینه میکه درنهایت منجر به جهت
هاي ژنتیک تفاوت الگوریتم. در مدت زمان زندگی یک فرد به آن پاسخ بهینه دست یافت

اي از نقاط با جمعیت یا مجموعه GAدر . سازي قدیمی دارندهاي بهینهبسیار زیادي با روش
سازي تنها براي هاي قدیمی بهینهکه در روشکنیم، در حالیي خاص کار میدر یک لحظه
ها را شمار زیادي از طرح GAاین بدین معنی است که . کردیمص عمل میي خایک نقطه

تر اي یا به بیان درستبر پردازش کاتوره GAاصول . دهددر یک زمان مورد پردازش قرار می
  . شده استوار استاي هدایتپردازش کاتوره
ل در نسل موجودات زنده GAي اصلی ایده است، در واقع پیروي از فرایند تحو .

ماندن بیشتري شان بهتر وفق می دهند احتمال زندهموجوداتی که خود را با محیط پیرامون
هاي خود را به توانند به طور تناوبی ژنبنابراین نسبت به موجودات ضعیف بیشتر می. دارند
یعنی با گذشت زمان میانگین کیفیت جمعیت موجودات قوي . هاي پسین منتقل کنندنسل

فرض . سازي ارائه کندهاي بهینهتواند روشی براي بسیاري از مسئلهاین ایده می. رودبالا می
. ي یک تابع استکنیم به جاي جستجوي بهترین موجودات، هدف ما یافتن کمینه یا بیشینه

ل موجودات را بنابراین موجودات گوناگون به بردارهاي متفاوت تبدیل می شوند و فرآیند تحو
  . به الگوریتمی براي یافتن بردارهاي بهتر تا رسیدن به هدف تغییر دادتوان به آسانی می

  :باید سه مفهوم مهم زیر مشخص شود GAاصولاً براي استفاده از 
  شناسانیدن تابع هدف -1
 سازي فضاي ژنتیک شناسانیدن و پیاده -2
 GAسازي عملگرهاي شناسانیدن و پیاده -3

                                                 
98Rechenberg 
99Genetic Algorithm 
100Holland 
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به خوبی عمل خواهد کرد و سرانجام  GAگمان اگر این سه بخش به درستی بیان شوند، بی
بدیهی است فضاي جستجو و . توان با اعمال تغییراتی کارایی الگوریتم را افزایش دادمی

هاي اینک به بررسی بخش. سازي متفاوت استي بهینهبسته به نوع مسئله GAعملگرهاي 
  .پردازیممی GAگوناگون 

  

  جمعیت 11-6-2
-اي که به آنها جمعیت گفته میهاي کاتورهاز جواباي نخست الگوریتم با مجموعه

  ).2-4شکل(گردد شود آغاز می
  

 
هاي مخصوص به خود جمعیتی از موجودات گوناگون؛ هر موجود شامل ویژگی )7شکل
+ژن ، پارامتر یا مکان ، در اینجا هر موجود با برداري از مقادیر (است  نشان داده شده  −
  ).است

 
  

هاي مربوط به هر موجود باید به صورتی بیان شود تا در شده و ویژگیجمعیت در نظر گرفته 
هاي بیتی نشان توان جمعیت را به صورت رشتهبراي نمونه می. کامپیوتر قابل کاربرد باشد

دکردن (ه می شود استفاد 1و  0هایی از هایی شامل بیتبراي این کار معمولاً از رشته. داد کُ
  . شودها با توجه به دقت مسئله گزیده میو درازاي رشته 2يمقادیر جمعیت در پایه

پس از پیدایش جمعیت نخستین، اینک باید از این جمعیت براي ساخت جمعیت 
هاي قدیم هاي جدید بهتر از جمعیتجدید پسین استفاده شود، به این امید که جمعیت

در این میان عملگرهایی روي . بودن را بزودي توضیح خواهیم دادمفهوم بهتر . باشند
یابی به هاي گوناگون الگوریتم را بسازند و سرانجام دستکنند تا بخشموجودات عمل می

  .بهترین جمعیت برآورده شود
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اي در یکی از موجودات ها در واقع تغییراتی است که به صورت کاتوره
را  101اعمال عملگر جهش 3-4شکل

هاي یک رشته به بیت. دهددهد، نشان می
یابند، به این معنی که جهش یک بیت بر روي احتمال جهش سایر 

ي یک عملگر دومی و به منظور ساده به منزله
عمل جهش براي . گرددنگهداري اطلاعاتی که در حال از دست رفتن است تلقی می

- جلوگیري از همگرایی تند و کمک به الگوریتم جستجو براي فرار از به دام افتادن در کمینه

 
+تأثیر عملگر جهش روي جمعیت؛ در اینجا موجودات که شامل بردارهایی از  − 

را  +کند و عملگر تحول با یک احتمال کوچک روي هر بیت در هر موجود اثر می
بالاي شکل جمعیت نخستین و در بخش پایین 

، که براساس mPبا احتمالی موسوم به نرخ جهش، 
مقدار کوچکی است و  mP. شودآید مشخص می

]. 47[خواهد بود 5/0تا   001/0، میان 
ي دوتایی به صورت زیر بیت،که در پایه

00110111011101000011 x =  
  :یابند، با اعمال عملگر جهش سه بیت شانس تغییر می

00111111001101001011x =  

101Mutation 

اي بر مونتمقدمه

  عملگر جهش

ها در واقع تغییراتی است که به صورت کاتورهجهش ژن
شکل). جابجایی یک ذره یا تغییر یک پارامتر(شود اعمال می

دهد، نشان میروي جمعیت که با یک احتمال کوچک رخ می
یابند، به این معنی که جهش یک بیت بر روي احتمال جهش سایر صورت نابسته جهش می

ساده به منزله GAمل در یک این ع. گذاردها تأثیر نمی
نگهداري اطلاعاتی که در حال از دست رفتن است تلقی می

جلوگیري از همگرایی تند و کمک به الگوریتم جستجو براي فرار از به دام افتادن در کمینه
  .هاي موضعی سودمند است

تأثیر عملگر جهش روي جمعیت؛ در اینجا موجودات که شامل بردارهایی از ) 
عملگر تحول با یک احتمال کوچک روي هر بیت در هر موجود اثر می

بالاي شکل جمعیت نخستین و در بخش پایین در بخش . کندو برعکس تبدیل می
  .جمعیت پس از اعمال جهش نشان داده شده است

با احتمالی موسوم به نرخ جهش،  GAاعمال عملگر جهش در 
آید مشخص مییافته به دست میهاي جهششمار بیت

، میان )عضو(هموند 200تا  30معمولاً براي یک جمعیت با 
بیت،که در پایه 20از جمعیت، به درازاي xيبراي نمونه در رشته
  :نشان داده شده است

00110111011101000011 
0.2mPجهش  ، با اعمال عملگر جهش سه بیت شانس تغییر می=

00111111001101001011

                                         

 

عملگر جهش 11-6-3

جهش ژن
اعمال می

روي جمعیت که با یک احتمال کوچک رخ می
صورت نابسته جهش می

ها تأثیر نمیبیت
نگهداري اطلاعاتی که در حال از دست رفتن است تلقی می

جلوگیري از همگرایی تند و کمک به الگوریتم جستجو براي فرار از به دام افتادن در کمینه
هاي موضعی سودمند است

) 8شکل
عملگر تحول با یک احتمال کوچک روي هر بیت در هر موجود اثر می. هستند

و برعکس تبدیل می −به 
جمعیت پس از اعمال جهش نشان داده شده است

 
 

اعمال عملگر جهش در 
شمار بیت

معمولاً براي یک جمعیت با 
براي نمونه در رشته
نشان داده شده است

جهش  و نرخ
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  عملگر ادغام 11-6-4
ها در جستجوي فضاي پارامترها و تا حد امکان نگهداري اطلاعات نهفته در رشته

GA عملگري به نام در این بخش . گیردصورت می 102به کمک بخشی به نام تولید مثل
هاي ژنتیک دارد، عمل تولید مثل را هاي اعمال گوناگونی در الگوریتمکه روش 103ادغام

اي یک یا چند موجود از جمعیت ترین روش ادغام گزینش کاتورهکلی. دهدانجام می
، )فرزندان(هاي گوناگون است تا موجودات جدیدي کردن آنها از روشو تقسیم) والدین(

  .روش تولید فرزندان از والدین نشان داده شده است 4-4در شکل. ایجاد شوند

 
در . شوندهاي گوناگون والدین ایجاد میعملگر ادغام ، فرزندان با استفاده از قسمت )9شکل

+اینجا براي تولید فرزندان تنها یک قسمت از بردار شامل  با قسمت دیگري از بردار دوم  −
  .ترکیب شده است

  
  که jxو  ixي را از دو رشته 2cو  1cبا استفاده از روش زیر می توان دو فرزند 

0011011|1011101000011 , 1011101|0010010100100i jx x= =  
  : تولید نمود 

S،که Sي ادغام،یک نقطه P≤)P شوداي گزیده میاي کاتورهگونه به) طول رشته .
1هاي ، شامل بیت1cنخستین فرزند،

ix  تاS
ix 1هاي از والد یکم و بیتS

jx Pتا  +
jx  از والد دوم

1(هاي باقیمانده ، بیت2cشود و فرزند دوم، گزیده می 1,..., , ,...,S S P
j j i ix x x x+ (گزیندرا بر می .

7Sاگر به صورت زیر  2cو  1cمشخص شده است،  19-4يدر رابطه، که با خط عمودي =
  :هستند

1 20011011|0010010100100 , 1011101|1011101000011c c= =  
، که بیانگر احتمال cPمانند عمل جهش با نرخی موسوم به نرخ ادغام، GA عمل ادغام در 

موجود در  200تا  30ي هایی با اندازهبراي جمعیت cPنرخ . گیردادغام است صورت می
  ]. 47[خواهد بود 1تا  5/0ي محدوده

                                                 
102Reproduction 
103Crossover 
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  عملگر گزینش 11-6-5
شدن شوند باید به سوي بهترایجاد می GAهاي جدید که در هر گام اجراي جمعیت

گزیند آنها برمی 104بودنه مناسبهاي جدید را با توجه بعملگري که جمعیت. پیش روند
بودن هر یک از موجودات بنابراین نخست باید مناسب. شودنامیده می 105عملگر گزینش

خواهیم ویژگی مورد در واقع موجوداتی را در جمعیت نگه داریم که می. جمعیت را بسنجیم
 .را داشته باشند) مانندکم بودن مقدار تابع در یافتن کمینه(ي ما علاقه
- بودن، روش گزینش موجودات و پدیدآوردن جمعیت جدید را بر حسب مناسب 5-4شکل

  .دهدشان نشان می

 
- بودن هر یک از موجودات را نشان می مناسب Fاثر عملگر گزینش روي جمعیت؛ 9شکل
گونه که در شکل همان. کمتري دارندماندن کمتر احتمال زنده Fموجودات با . دهد

  .روداز جمعیت کنار می 2يمشخص است پس از اعمال عملگر گزینش موجود شماره
 
 

  :توان به صورت زیر خلاصه کردبه طور کلی مراحل الگوریتم ژنتیک را می
 گزینش جمعیت نخستین .1
 2يکد کردن مقادیر جمعیت در پایه .2
 ايگزینش والدین به صورت کاتوره .3
  آفریدن فرزندان به کمک عملگر ادغام .4
 کارگیري عملگر جهشبه .5
 ي مقدار تابع هدف براي والدین و فرزندانمحاسبه .6
 .مانندشان بر اساس تابع هدف و گزینش موجوداتی که زنده میي فرزندان با والدینمقایسه .7

 

                                                 
104Fitness 
105Selection operation 
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ه در این هاي گوناگونی براي بیان عملگرهاي ادغام ، جهش و گزینش وجود دارد و آنچروش
هاي الگوریتم. بود GAاي از ساختار یک الگوریتم نامه بیان شد شکل بسیار ساده پایان

در دو  GAرو کاربرد کنند و از اینسازي موفق عمل میژنتیک در بسیاري از مسایل بهینه
 .ي گذشته بسیار افزایش یافته استدهه
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  هاپیوست

  گیري با اهمیت براي نمونهجمله سوق  :الف پیوست
  

),(),()(به وسیله  جایگذاري  RRRf T

rrr
ΨτΨτ یک فرم جدید از  توانیم می27، در معادله =

یک تابع موج آزمایشی است که در TΨ. گیري با اهمیت را  اسخراج کنیم معادله پخش براي نمونه
و نقش تابع با اهمیت و یا هدایت کننده را در روش  استفاده شد )VMC(روش مونت کارلو وردشی

  کنیم  با معادله زیر شروع می. را بر عهده دارد) DMC(مونت کارلو پخشی 
2          )1-الف( 1ˆ( ) ( )

T T T

f f fD
τ

∂
− ∇ + = −

Ψ Ψ Ψ ∂
V   

/1که در آن  2D   :آید توان بسط داد و بدست می را می ∇2، جمله  =
2    )  2-الف( 21 1 ˆ2 . ( ) ( )T T

T T

fD f D f Df f
τ

∂
− ∇ − Ψ ∇ ∇ − Ψ ∇ + = −

Ψ Ψ ∂
V  

  کنیم  از نتایج زیر استفاده می
2              ) 3-الف(

1 1( ) T
T T

∇ = − ∇Ψ
Ψ Ψ

  

2          ) 4-الف( 2 2
3 2

1 2 1( ) ( )T T
T T T

∇ = − ∇Ψ − ∇ Ψ
Ψ Ψ Ψ

  

  توان رابطه زیر را استخراج کرد در نتیجه می

  ) 5-الف(
2

2 2 ˆ.(2 ) 2 ( ) ( )T T T

T T T

fD f f D Df Df f
τ

∇Ψ ∇Ψ ∇ Ψ ∂
− ∇ − ∇ − + + = −

Ψ Ψ Ψ ∂
V  

2سرعت سوق را به صورت   2 ( )( ) ln ( )
( )

T
T

T

D RF R D R
R

∇Ψ
= ∇ Ψ =

Ψ

rvr r r
r شود، و از  تعریف می

)اتحاد   ). .( ) .f F fF f F∇ = ∇ −   کنیم در نتیجه خواهیم داشت  استفاده می ∇
  )6-الف(

  
  

).از معادله زیر، جایگزینی براي جمله  )T

T

∇Ψ
∇

Ψ
آوریم و در معادله قبلی جایگذاري  بدست می 

)کنیم که منجر به حذف شدن جملاتی و حاصل شدن معادله  می 8)A   . گردد می −

            ) 8-الف(
2

2.( ) ( )T T T

T T T

∇Ψ ∇ Ψ ∇Ψ
∇ = −

Ψ Ψ Ψ
  

2
2 2 ˆ.( ) 2 .( ) 2 ( ) ( )T T T

T T T

fD f fF Df Df Df f
τ

∇Ψ ∇Ψ ∇ Ψ ∂
− ∇ − ∇ − ∇ − + + = −

Ψ Ψ Ψ ∂
V
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      ) 9-الف(
2

2
ˆ

.( ) [ ( ) ]T T

T T

fD f fF D f
τ

∇ Ψ Ψ ∂
− ∇ + ∇ + − + = −

Ψ Ψ ∂
V  

  
  :کنیم ، انرژي موضعی را به صورت زیر تعریف میĤبا استفاده از عبارت مربوط به هامیلتونی 

2ˆ ˆ
T T T

L
T T T

D EΨ ∇ Ψ Ψ
= − + =

Ψ Ψ Ψ
H V  

  
  :یم می رس49معادله  به بنابراین

  
2 .( )L

f D f E f f F
τ

∂
= − ∇ + + ∇

∂

v v  
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  هاي اسلیتر و عامل جستروي گرادیان و لاپلاسی دترمینانمحاسبه: پیوست ب
  

 هاي اسلیتري گرادیان و لاپلاسی دترمینانمحاسبه) 1-ب

دارند به شکل زیر در ، بستگی rي هر الکترون از هسته،که به فاصله ϕهاي اوربیتال
  : گیرندهاي اسلیتر قرار میدترمینان

 

        )              1-ب(
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1

1

i N

i i i i N

N N i N N

r r r

D r r r

r r r

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

≡
M M

M M M

L L

L L

L L

  

- آن را به صورت زیر باز می ام ،iيي گرادیان و لاپلاسی دترمینان بالا نسبت به ذرهبراي محاسبه
  : کنیم
)                ) 2-ب( ) ( )1, ,j i ji N

j
r M r rϕ∑ …  

رو از این. بستگی ندارد irام است و دیگر به jام وiي ي درایه، ماتریس همسازهijMکه 
  : کند، اثر می2-الفي عملگر گرادیان و لاپلاسی به صورت زیر در رابطه

              ) 3-ب(
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∇
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r
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  :به صورت زیر نوشت ↑Dرا براي گرادیان و لاپلاسی 3-ي الفتوان رابطهدر واقع می
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∇
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∇
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به  ↓Dها دربا این تفاوت که اوربیتال. آیددست مینیز به صورت بالا به ↓Dگرادیان و لاپلاسی
1upNrمختصات  +

r  تاNr
r هاي اتمی را بنابراین نخست باید گرادیان و لاپلاسی اوربیتال. بستگی دارند

  . هاي اسلیتر را براي هر ذره به دست آوریمکنیم و سپس گرادیان و لاپلاسی دترمینان محاسبه

  گرادیان تابع جسترو اسمیت و ماسکویتز)  2-ب
ي گرادیان تابع جسترو اسمیت و ماسکویتز که شکل در اینجا تنها به محاسبه

J،عامل جسترو،4-5يبا توجه به شکل این تابع جسترو، رابطه. پردازیمتري دارد میپیچیده

  :، به صورت زیر است

    )5-ب(

2 3 4

1 2 3 4

2 32 3

5 6

4

7

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

ij ij ij ij

i j ij ij ij ij

j ji i

i j i j

ji

i j

r r r r
J C C C C

r r r r

r rr rC C
r r r r

rrC
r r

<

        = + + + +               + + + +        
            + + + +         + + + +            

  
+     + +   

∑

4 22

8

2 22

9

2
1 1

1 1 1

ji

i j

j iji

i j ij

rrC
r r

r rrC
r r r

        + +    + +         
       +          + + +        

  

  :ي زیر نوشتتوان به صورت حاصل جمع دو جملهام را میkي گرادیان نسبت به ذره

)      )6-ب( )k k k
k j k j

J
< >

   
∇ = ∇ + ∇   

   
∑ ∑

r r r
L L  

  :ي زیر به دست آوردتوان با استفاده از رابطهرا می jkrیا  kjrگرادیان جملات وابسته به 

      )7-ب(

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

ˆ

k
k k k

kj kj kj

kj k k k

jk
kj

i j k
x y z

r r r
i j k

r x y z

r
r

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂  
= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂
=

∂

r L L L
L

L

L

  

kي با انجام محاسبات گرادیان جمله
k j<

 
∇  

 
∑

r
L آیددر تابع جسترو به صورت زیر به دست می:  
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( )
( )

( )

( ) ( )

2 22
1

2 3 4 93

22

5 6 7 8 93

1
2 3 4 2

1 1 111

2 3 4 4 2
1 1 1 11

k
k j k j

kjkj kj kj jk

kj kj k jkjkj

jk j kjk k

k k j kjk

C rr r r rrC C C C
r r r rrr

r r rr rC C C C C
r r r rr

< <

 
∇ = 

 
  +       + + + + +        + + + ++       

    
+ + + +      + + + ++     

∑ ∑
r

L

r

r 2 
   

  )8-ب(

kي جمله
j k>

 
∇  

 
∑

r
L آید، تنها باید تبدیل نیز به همین صورت به دست میjk kjr r→

r r را اعمال کنیم.  

  لاپلاسی تابع جسترو اسمیت و ماسکویتز) 3-ب
  :کنیمي زیر محاسبه میدو جملهام را نیز به صورت جمع kي ، نسبت به ذرهJلاپلاسی

)            )9-ب( )2 2 2
k k k

k j j k
J

< <

   
∇ = ∇ + ∇   

   
∑ ∑L L  

ي لاپلاسی در مانند رابطه jkrیا  kjr، لاپلاسی جملات وابسته به )4-الف(ي با توجه به رابطه
  :مختصات کروي به صورت زیر است

)            )10-ب( ) ( ) ( )2
2 2
k

kj kj kjr r r
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

L L
L  

2ي با انجام محاسبات لاپلاسی جمله
k

k j<

 
∇  

 
∑L آیدبه صورت زیر به دست می:  
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2
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k
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k k j kjk

C r r r rrC C C C
r r r rrr

r rr rC C C C C
r r r rr

< <

 
∇ = 

 
  +       + + + + + +        + + + ++       

   
+ + + +      + + + ++     

∑ ∑L

( )
( ) ( )

2

2
9

33

6

1 1
k k j k j k j

k kj

C r x x y y z z

r r

 
  +  

− − −

+ +

  )11-ب(

2ي جمله
k

j k<

 
∇  

 
∑L آید، به دست می11- ي الفنیز به صورت رابطه.  
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  هاي اسلیتر نسبت به پارامترهادوم دترمیناني مشتق یکم و محاسبه: )ج(پیوست 

  هاي اسلیتر نسبت به پارامترهامشتق یکم دترمینان) 1- ج
D↑  وD↓به صورت زیر هستند:  

)                                                        1-ج(

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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  و

      )2-ج(
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اینک مشتق . شودهاي با اسپین پایین را شامل میالکترون ↓Dهاي با اسپین بالا و الکترون↑Dکه 
  :توانیم به صورت زیر بنویسیمنسبت به پارامترها را می ↑Dیکم

          )3-ج(
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M O M

  

nc
∂

∂
ها به پارامترها بستگی دارند و کند، زیرا تمام درایههاي هر ستون دترمینان اثر میروي درایه 

  :  آیدهاي زیر به دست میبه صورت حاصل جمع دترمینان 3-ي برابطه
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)4-ج(
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1upNrبه مختصات  ↓Dها در توجه داریم که اوربیتال. آیدنیز به صورت بالا به دست می +

r  تاNr
r 

  .بستگی دارند
  

  هاي اسلیتر نسبت به پارامترهامشتق دوم دترمینان) 2- ج

ي وردش، نسبت به پارامترها ↓Dمشتق دوم 
2

m n

D
c c

↑∂
∂ ∂

- به دست می 4-ي جگیري از رابطه، با مشتق 
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  )5- ج( 
حال باید الگوریتمی بسازیم که هر قسمت را در رابطه بالا محاسبه کند و در نهایت سهم 

mc
∂

∂
از  

ي بالا بدین صورت به دست ها را با هم جمع کند، به عنوان نمونه بخش نخست رابطهتمام دترمینان
  :آیدمی
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ي روند محاسبه
2

m n

D
c c

↓∂
∂ ∂

نیز مانند 
2

m n

D
c c

↑∂
∂ ∂

  .است 

  

  ي مشتق انرژي موضعی نسبت به پارامترهاي وردشمحاسبه) 3- ج

Lي براي محاسبه99يبا توجه به رابطه

n

E
c

∂
∂

، باید 
2 lni

nc
∂∇ Ψ

∂
lniو  

nc
∂∇ Ψ

∂

r
. محاسبه کنیم 

JDبه شکل QMCاز آنجا که تابع موج  D e↑ ↓Ψ   : داریم 14-5ياست، از رابطه =

( ) ( )2 2

1 1ln ,

ln 1 1 1 1

i i i i

i i i i
i i

n n n n n n

D D J
D D

D D JD DD D
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↑ ↓
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∂∇ Ψ ∂∇ ∂∇ ∂∇∂ ∂
= − ∇ + − ∇ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

r r r r

r r r rr r  

  )6-ب(
2، براي106يو از رابطه lni∇ Ψ داریم:  



 84سازيهاي بهینهنتومی و روشکارلوي کوااي بر مونتمقدمه
 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2
2 2 2 2

2

22 2
3 2 2

2

3 2 2

1 1 1 1ln

ln

2 2 1 1. .

2 2 1. .

i i i i i i

i

n

i i
i i i

n n n n

i
i i

n n n

D D D D J
D D D D

c

D DD DD D D
c c c cDD D D

DD DD D
c c cD D D

↑ ↑ ↓ ↓
↑ ↑ ↓ ↓

↑ ↑↑ ↑
↑ ↑ ↑

↑↑ ↑ ↑

↓↓ ↓
↓ ↓

↓ ↑ ↓

   ∇ Ψ = − ∇ + ∇ − ∇ + ∇ + ∇   
   

∂∇ Ψ
=

∂

 ∂∇ ∂∇∂ ∂
∇ − ∇ − ∇ + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂∇∂ ∂
+ ∇ − ∇ − 

∂ ∂ ∂ 

r r

rr r

rr r ( )
2

2

2

1 i
i

n

i

n

DD
cD

J
c

↓
↓

↑

∂∇
∇ +

∂

∇
+

∂

  

  )7-ج(
ي در محاسبه. ، بیان شد2-و ج 1- هاي جها در بخشي مشتق دترمینانروش محاسبه

مشتقات 
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هاي توجه داریم که نخست باید مؤلفه 

را بسازیم سپس مشتق را نسبت به پارامترهاي وردش ام iماتریس گرادیان نسبت به الکترون
  .کنیممحاسبه می

 
 


